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PRESENTACION

La primera edicién ristica de este libro se termind de imprimir en marzo de
2002, bajo el titulo de APUNTES DE METODOS NUMERICOS I (Analisis de Error,
Aritmética de Punto Flotante e Interpolacion). Los objetivos originales planteados en
'z presentacion de aquellos apuntes, siguen vigentes en este libro, es decir, el libro
=ene como objetivo servir de guia para los alumnos y maestros del curso de Métodos
“uméricos [, que se imparte como asignatura obligatoria en el cuarto semestre de la
Licenciatura en compulacidn, y cOmo asignatura optativa para quinto o sexto
semestres de las Licenciaturas en Matematicas y Fisica.

Consta de dos capitulos que cubren casi un sesenta por ciento del curso. En el
Capitulo | se comienza resaltando laimportancia que tienen los modelos matemiticos
para resolver problemas de ciencia y tecnologia, y se desarrollan ampliamente los
conceptos de error y de los nimeros punto flotante. Se presentan varios ejemplos para
resaltar la importancia de los errores por redondeo y de la cancelacién numérica, Se
hace énfasis sobre la importancia que tienen los algoritmos para resolver problemas,
v aungue no se programan cspecificamente en algin lenguaje de programacion, se
recomienda programar algunos en la clase. También se recomienda a los alumnos que
investiguen codmo se programa en Matlab, y se dejan de ejercicio para que programen
algunos algoritmos sencillos.

En el Capitulo Il se aborda el problema de interpolacion en una variable a
través de los polinomios de Lagrange y Mewton, y del spline cubico natural. Se¢
desarrollan y se programan los algoritmos que evaldan tanto los polinomios como el
spline en Matlab. Aqui se resalta la importancia del objetivo principal de los métodos
numéricos, “que consiste en encontrar soluciones aproximadas a problemas
complejos, utilizando solo las operaciones mis simples de la aritmética como sumar,
restar, multiplicar y dividir, es decir, resolver problemas dificiles mediante muchos
pasos faciles. Ello significa identificar los procedimientos por medio de los cuales las
computadoras pueden hacer ese trabajo por nosotros”. Se presentan gjemplos de
estimacion del error de truncamiento ¢n la aproximacion polinomial,

Gran parte de la teoria basica gue se requiere para este estudiar este libio
provienen de Algebra Superior I, Algebra Lineal [ v Cdlculo Diferencial e Integral,
por lo que se recomienda a los alumnos hacer un repaso previo de los temas que se
cubren en dichos cursos. Asimismo s conveniente tener conocimientos basicos en
algin lenguaje de programacién como Turbo Pascal, Fortran, Matlab o algdn otro
lenguaje de alto nivel. En particular, los programas que se presentan estan hechos en
Matlab V.5.3.



Los Apuntes fueron bien recibidos por los alumnos y profesores que imparten
la asignatura de Métodos Numéricos 1, y a sugerencia de algunos de ellos de
publicarlo como libro, se optd por modificar el nombre original porel de METODOS
NUMERICOS I {(Andlisis de Ervor. Aritmética de Punto Flotante e Interpolacion).

Se hizo una revision exhaustiva de wdo ¢l material presentado en los apuntes,
por ejemplo, en el Capitulo [ ¢l Ejemplo 1.6 fue cambiado totalmente. Y se desarrolld
mas a detalle el algoritmo para calcular la suma de N nimeros positivos, que se
presenta en la Seccion 1.10. En el Capitulo 11, 1a prucba de existencia del Teorema 2.1
se modificd y se presenta ahora de dos maneras diferentes; la primera prueba se da en
la Seccion 2.2.1 en la Férmula de Lagrange, y la segunda prucba basada en el método
de induccién matematica se presenta en la Seccidn 2.2.3 en la Férmula de Newton. Se
incorporaron méds ejemplos, mds programas hechos en Matlab y més graficas de
polinomios de interpolacion.,

Al final de la prueba de algin teorema, asi como al final de la solucion de
algunos ejemplos, seindica con el simbolows,

Se agradecen de antemano todas las criticas y comentarios que se hagan del
libro con el fin de mejorarla.

Justino Alavez Ramirez

Julio de 2006
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CAPITULO I

ANALISIS DE ERROR Y
ARITMETICA DE PUNTO FLOTANTE

1.1 MODELOS MATEMATICOS, APROXIMACIONES
NUMERICAS Y ALGORITMOS

Los modelos matemdticos son herramientas basicas para solucionar pro-
blemas cientificos que se¢ presentan en las ciencias naturales y sociales, en el go-
bierno v en la industria. Tipicamente, algunas leyes naturales fundamentales son
usadas para derivar una o varias ecuaciones que modelan el problema que se estu-
dia. Con el tratamiento matemdtico de las ecuaciones, es posible encontrar res-
puestas a los problemas planteados por los fisicos, biélogos, economistas, etc. El
¢squema con que se puede representar el papel de las matemdticas y en conse-
cuencia de los matemdticos, en las aplicaciones tiene el aspecto que se muestra en
la Figura 1.1:

Problema del — Formulacidn
mundo real matemdtica

i N\

Fisicos, bidlogos,
economistas, efc.

N e

Solucion del — Solucidn
mundo real matemética

-— Matematicos

Figura 1.1. Ubicacién de las matematicas y matemdticos en las aplicaciones.

Es importante sefialar que para resolver un problema formulado (modela-
do) matemdticamente, contribuyen muchos especialistas, sobre todo expertos pro-
gramadores, especialistas en analisis numérico, ecuaciones diferenciales, entre
otros.

Para modelar un problema cientifico se hacen muchas “simplificaciones”,
por lo que el modelo matemdtico que se obtiene no describe exactamente la reali-



dad del problema. Las respuestas que produzea el modelo deben ser verificados v
comparados con los resultados experimentales.

Algunos ejemplos:
Ejemplo 1.1: ;Cudl fue la poblacion de Tabasco en 19757
Solucidon: Segun datos del INEGI, la poblaciin del estado de Tabasco entre 1940

v 1995 se muestra en la siguiente Tabla 1.1. Podemos usarlos para estimar razo-
nablemente el volumen de la poblacidn de 1975 o incluso del afio 2000,

Ao 19400 | 1950 | 1960 | 1970 1980 | KD 19495
Poblacion | 285630 | 362716 | 496340 | 768327 | 1062961 | 1501744 | 1 748664

Tabla 1.1. Poblaciin del estado de Tabasco (INEGI).

Hay varias formas de resolver el problema. ¢l mas sencillo es usar unica-
mente fos datos de 1970 v 1980 para estimar la poblacidén en 1975, En este caso,
la recta gue pasa por estos dos puntos es

)= 29463 4(r = 1970)+ 768327

v s un modelo matemdtico sencillo del problema, Para x = 1975, v = 9135 644, que
nos dice gue en 1975 hubo aproximadamente 215 644 habitantes en Tabasco. Es
pusible que se pueda mejorar la aproximacion si utilizamos mas informacion, por
ejemplos los datos entre 1960 y 1980, o bien usar todos los datos disponibles. El
modelo matemdtico para estos casos serd mids complicado. Lo abordaremos en ¢l
Capitulo 1. =

Ejemple 1.2: S¢ va a fabricar una lamina corrugada para techos usando una ma-
quina que prensa una hoja plana de aluminio, para convertirla en una hoja metali-
ca con perfil en torma de onda senoidal. ver Figura 1.2.

Figura 1.2. Conversion de limina plana en corrugada,




Se¢ requiere una lamina corrugada de 4 pies de largo. donde la altura de ca-
da onda es de | pulgada desde la linea central, v cada onda tiene un periodo de
aproximadamente 2n pulgadas. Determinar la longitud de la hoja plana inicial.

Solucién: El problema de encontrar la longitud de la hoja plana inicial, equivale a
determinar la longitud del arco de la curva dada por f(x) = senx, desde x = 0 pul-
eadas hasta x = 48 pulgadas. Del cdlculo integral sabemos que esa longitud es

L= '[“w.l' 1+(/"(x)° :ir=j:ﬁ l+cos’ x dx

que es el modelo matemdtico del problema. Aunque la funcidn seno es una de las
funciones mas comunes, el calculo de la longitud de su arco da lugar a una inte-
gral eliptica de segunda clase, que no es ficil de evaluar. m

Ejemplo 1.3: ; Como medir la respuesta cardiaca del corazon?

Solucién: En fisiologia, la respuesta cardiaca R del corazon se define como el
volumen de sangre que el corazon impele por umidad de tiempo. Una respuesta
cardiaca anormal es indicativo de una posible enfermedad. Una manera de medir
esla respuesta es el llamado mérodo de dilucion por tincién. Una cantidad D de
tinte. medida en miligramos, se inyecta en la arteria pulmonar cerca del corazon.
El tinte circula a través de los pulmones y de las venas pulmonares hacia la auri-
cula izquierda del corazon, y finalmente a través de la aorta. Una sonda insertada
en esta Gltima comprueba la cantidad de tinte que sale del corazon. en valores del
tiempo igualmente espaciados dentro de un intervalo [0, T] (por ejemplo, cada
segundo. hasta los 30 segundos). Para determinar R, se hace la siguiente simplifi-
cacion: se supone gue la concentracion de tinte en cualguier instante ¢ esta dada
por una funcion continua ¢(1). A partir de este supuesto, se determina el modelo
matematico que calcula la respuesta cardiaca R del corazdn. Esta dada por la
ceuacion:

D

R'='-r——-
[ e

Conocida o determinada la funcién ¢(r) “podemos calcular™ la integral, y
determinar el valor de R que es la respuesta cardiaca del corazén de la persona

que se trate. Por ejemplo, si se emplean 5 mg de tinte con una concentracion en

miligramos por litro de e(r}=0 entre 0 y 2 segundos y <(1) =—E[r? — 261 + 43}



entre 2 v 24 segundos. entonces la respuesta cardiaca de un corazdn durante 24
segundos. serid de 0.1127 litros por segundo o bien de 6.76 litros por minuio. m

Ejemplo 1.4: Modelo predador-presa: Dadas dos poblaciones que interactian a

través de predador-presa, (Como pronosticar el desarrollo de las
poblaciones?

Solucién: Scan x(7) la poblacion de presas en el tiempo 1. v
¥(r) la poblacién de predadores en el tiempo 1.

Supuestos:
a) 81 no existen predadores, la especie presa crece a una tasa proporcional a la
poblacion de la especie presa.

b) Si no existen presas. la especie predadores disminuye a una tasa proporcional a
la poblacion de la especie predadores.

¢) La presencia de ambas especies predador-presa, beneficia el crecimiento de la
poblacion de la especie predadores y declina a la poblacion de la especie presa
a una tasa proporcional al producto de las dos poblaciones,

Estos supuestos conducen al modelo matematico:

— = gx = hxy, da.h =0
dr

& X

—— = =+ v, pog =0
off

oL o x(0)=x, v )=y,

Que sc pueden usar para pronosticar ¢l desarrollo de ambas poblaciones.
I-stas ecuaciones [ueron formuladas por primera vez en 1925 v son conocidas co-
ma las ccuaciones de Lotka-Volterra. »

Los modelos matematicos dan una buena descripcion del problema gue se
esludia, pero no siempre dan respuestas directas a nuestras preguntas, tal es el ca-
s0 del modelo predador—presa. Hay dos alternativas:

I. Stmplilicar ¢l modelo de tal manera que permita obtener expresiones analiticas
para las variables que nos interesan. como ¢n los Ejemplos (.1 v 1.3



(E" ]

- Para ¢l modelo predador-presa no es posible obtener expresiones analiticas
para x(7} v v{r). En este caso. se hacen aproximaciones (lambién se dice
aproximaciones numeéricas) a las derivadas, para transformar el modelo en un
nuevo problema que se llama problema numérico.

En muchos casos, la primera alternativa es inadecuada, pues ¢l modelo
puede resultar tan sencillo que las respuestas que dé no sean confiahles. es decir.
no tengan nada que ver con la “realidad™ del problema. En la segunda alternativa
también pueden ocurrir errores. pero aqui las respuestas son mds confiables. pues
es posible estimar como afectan las aproximaciones a la solucion exacta del pro-
blema, Un esquema para la segunda allernativa se muestra en la Figura 1.3.

o Cuestionamientos Modelo matematico
Problemas cientificos ® ( Problema matemdticn)

Aproximacioncs
nUMEricas

Respueslas Problema numérico

{ Mroblemas del mundo real) e (Sofuciones muméricas)

Figura 1.3, lustracion de la segunda alternativa,

l.as aproximaciones o aproximaciones numeéricas que se introducen en cl
muodelo matemiitico. reemplazan el problema matematico por un prablema numeé-
rice.

Definicion de problema numérico: Un problema numérico es una des-
cripeidn clara v sin ambigliedades de las conexiones funcionales entre daros de
entrada, es decir “variables independientes™ del problema, v datos de salida, es
decir ~resultados deseados™. Datos de entrada ¥ datos de salida consisten de un
mimero finito de cantidades reales.

Il objetivo del analisis numérico es resolver problemas numéricos comple-
jos utilizando solo operaciones simples de la aritmética, con el fin de desarrollar y
evaluar métodos para calcular resultados numéricos a partir de los datos de entra-
da, Los métodos de cdleulo se denominan algoritmo.



Definicién de algoritmo: Un algoritmo para un problema numérico ¢s una
descripeion completa de un nimero finito de operaciones bien definidas, a través
de los cuales cada vector de datos de entrada permisible es transformado en un
veetor de datos de salida.

Algoritmo, voz de origen drabe que significa procedimiento matemdtico
para la solucion de un problema. Nuestras tareas se centraran en la basqueda de
algoritmos. Para algunos problemas ain no se ha encontrado un algoritmo satis-
factorio. mientras que para otros hay varios. por lo que deberemos elegir de entre
ellos. Son varias las razones para elegir un algoritmo en vez de otro; dos criterios
evidentes son la rapidez y la precision. La rapidez es una ventaja evidente, aunque
en ¢l caso de problemas pequefios dicha ventaja se ve casi eliminada por la capa-
cidad de la computadora. En problemas de gran escala. la rapidez es aun un factor
principal ¥ un algoritmo lento tiene que rechazarse por no ser prictico. Asi. siendo
olros factores iguales. es seguro que ¢l método mds ripido serd el elegido.

Una esquematizacion del problema numérico se muestra en la Figura 1.4,

Datos de Conexiones funcionales Datos de
entrada (Algoritmos) salida

Figura 1.4. Esquema de un problema numérico.

Un algoritmo puede ser formulado usando algin lenguaje de programacion
como Fortran, ¢°". Matlab o cualquier otro y procesarlo en una computadora.
Dado que una computadora estd compuesta de dispositivos que realizan operacio-
nes logicas v aritméticas: los procedimientos matemdticos deben de simplificarse
a tal grado que sean accesibles para procesarse en una compuladora. Este es uno
de los objetivos principales del estudio de los métodos numeéricos.

l.os métodos que vamos a estudiar nos permiticdn simplificar los procedi-
mientos matematicos de manera que podamos auxiliamos con una computadora o
una calculadora. para obtener resultados; como ejemplos de los procedimientos
que podemos desarrollar, se encuentran: interpolaciones. ajustes de curvas. raices
de ecuaciones de segundo grado y ceros de polinomios, cdlculo de derivadas.
integrales, ecuaciones diferenciales, operaciones con malrices, elc.

Las aplicaciones de los métodos numéricos son pricticamente ilimitadas, y
s¢ requieren conocimientos de la materia en disciplinas tan variadas como: eco-



nomia. contabilidad, mercadotecnia, fisica e ingenieria industrial, civil, eléctrica,
mecinica. quimica. ele, Asimismo, propicia la formacion de criterios de decision
para la eleccion del mélodo adecuado, dependiendo del equipo de computo con ¢l
que nos estemos auxiliando, pudiendo ser éste desde una gran computadora hasta
una calculadora de bolsillo (programable o no). pasando por equipos compartidos
POT Varios usuarios.

Caracteristicas de un algoritmo:

I. FINITC): Siempre debe de terminar en un numero determinado de pasos.,

1. DEFINIDO: Las acciones deben definirse sin ambigiiedad.

3. ENTRADA: Puede tener una o vanas éntradas. o bien, valores iniciales.

4. SALIDA: Debe tener una o mas salidas.

5. EFECTIVIDAD: Todas las operaciones deben ser lo suficientemente basicas
para que puedan hacerse exactamente en un determinado tiempo, no mayor gue
¢l que tome una persona empleando lapiz v papel.

Ejemplo 1.5: Encontrar la raiz cuadrada de 2 hasta cuatro decimales.

Solucién: Existen varios métodos numéricos para aproximar la raiz cuadrada de
2. gque s6lo utilizan las cuatro operaciones basicas de la aritmética. El favorito es
sin duda

I 2
x =l x"“:i I"+x_ . mal.

n

Lin algoritimo que se deriva de este método es:

Entrada: x,=1.
Salida: x, como raiz cuadrada aproximada de 2.
2
Paso |: Calcule x, -‘:l X =]
2 X,
Paso 2: Si |x,—x,|<5x107, termina.

En caso contrario, hacer x, = x, y repetir ¢l paso .
Paso 3: Salida x,.
Paso 4. Alto,

El dltimo valor de x, es el resullado buscado. La eleccion de la cota del
error en ¢l paso 2, sc justificard en la Observacion 3 del Teorema 1.1 de la Sec-
cion 1.8,



Los resultados parciales son: x, =1.500000 y |x,-x,|=5.0x10".
x, =1.500000, x,=1416667 y |x,-x|=83x10",
x, =1416667, x,=1414216 y |x,-x |=245x10".
x, =1.414216, x,=1.414214 y |x,-x|=2.0x10".

Por lo tanto, x, =1.414214 tiene los primeros 4 decimales de la raiz cua-
drada del nimero 2. m

Un problema importante en estadistica consiste en calcular la media arit-
mética o ¢l promedio de un conjunto de N observaciones. El siguiente algoritmo
trata este problema.

Ejemplo 1.6: Un algoritmo simple para calcular el promedio de N observaciones
numéricas x,.x,, .., x, . es el siguiente:

Entrada: Ny Xy Xynoon Xy o
Salida: PROMEDIO.
Paso |; Hacer PROMEDIO = 0. (Se inicializa un acumulador).
Pasa 2: Parai=1,2,...N.
Hacer PROMEDIO = PROMEDIO + x,. (Se suman todos los

NUMEeros).

Paso 3: PROMEDIO) = &“P’E

Paso 4: Alto.

Este algoritmo se puede aplicar para obtener informacién general sobre el
aprendizaje de un grupo de alumnos de algdin curso. Por ejemplo, las calificacio-
nes del primer examen parcial del grupo de Métodos Numéricos [, del semestre
Agosto-Diciembre de 2002 fueron los que se muestran en la Tabla 1.2:
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Awmec | ] | 213 4S5 61T 8|S0 pizpuajuejisjieji1rjiggie
Calif.: |36 5716957 |7.002.5|3.004390| 7.7 5955 |14)2.7)47]|24]42]5.1]}2.2

Tabla 1.2. Calificaciones del primer examen parcial de Métodos Numéricos |.

Aplicando el algoritmo anterior se obtiene PROMEDIO = 4.7 correctamen-
ie redondeado. El resultado muestra que el aprendizaje del grupo fue muy bajo,



requiere mayor atencion de parte del profesor hacia los alumnos y. mayor esfuerzo
de parte de los estudiantes en estudiar las notas del curso y resolver los ejercicios
que se dejan de tarca. m

Estudiaremos métodos numéricos con los que podamos obtener resultados
con una exactitud satisfactoria en una amplia gama de problemas. Un criterio que
fijaremos al algoritmo, en la medida de lo posible. es que los cambios pequefios
de los datos iniciales generen cambios igualmente pequefios en el resultado final,
Un algoritmo que cumpla con €l recibe el nombre de algoritmo estable, en caso
contrario se llama algoritmo inestable. El algoritmo del Ejemplo 1.5 es estable
porque x, puede tomar un valor positivo diferente de | y la salida siempre sera la
raiz cuadrada de 2. No todos los algoritmos son estables, por lo que se caracleriza-
ran en la medida de lo posible las propiedades de estabilidad de los algoritmos
que estudiaremos en el libro.

1.2 CALCULANDO CON NUMEROS REALES

Muchos nimeros reales s¢ pueden representar con una cadena finita de di-

2itos, como % =.5. % = 1.6, sin embargo. muchos otros requieren de una cade-

na infinita de digilos. como:
7 =3.14159265358979 ...

V2 =1.41421356237309 -
e =2.71828182845904 ..

¥ son muy comunes en las aplicaciones.

|.as computadoras, por otro lado, son maquinas finitas. ¢s decir. Gnicamen-
le procesan numeros con una cantidad fija de digitos en su representacion. Asi que
en un problema que se resuelve con la avuda de una computadora. Lanto los datos
del problema, resultados intermedios y respuestas finales deben ser aproximados
por estos “nimeros especiales™ que se representan en la computadora. Es impor-
lanie tener en cuenta que estas aproximaciones pueden tener serios efeclos sobre
los resultados del problema. Por ejemplo, algunas subrutinas para evaluar funcio-
nes trigonométricas, como sen(0) vy cos(8). primero reemplazan & por 0 £ 2kn
pura obtener un argumento entre -t v n. Este cambio en el argumento no deberia
cambiar los resultados, porque. por ¢jemplo sen(®) =sen(0x24n). & = 1. 2, ...
Pero. © no puede ser representado exaclamente en la computadora, v entonces ¢l



proceso de substraccion altera el resultado. De hecho. por esta razon. es extrema-
dumente dificil calcular sen(8) exactamente para valores grandes de 8. Por ¢jem-
plo. wmando xn=3.14159

sen(10000) = sen(10000 - 21592+ 3.14159) = sen(- 2.82256) = - 0.3136482

Caleulando directamente con una calculadora, sen({10000)=-0.3056144 .
Es importante notar que a pesar de haber usado 5 cifras decimales correctas del

nimero 1. la resta en el proceso altera el resultado, y apenas se obtiene una cifra
decimal correcta de sen (10000),

Mas generalmente. cualquier proceso numérico que involucra ndmeros re-
ales que no pueden ser representados exactamente en la computadora debe ser
usado con cuidado. Adn cuando ¢l problema v su solucién involucra dnicamente
numeros que puedan representarse en la computadora, los calculos pueden intro-
ducir nimeros que no pueden ser representados en la computadora. En la pracrica
rara vez se puede caleular la solucion exacta de un problema. aungue la solucion

pueda salir de numerox que se puedan representar exactamente en la computado-
ril,

1.3 CONCEPTOS BASICOS DE ERROR

Solo en raras ocasiones los datos proporcionados de un problema serin
exactos. puesto que suelen originarse en procesos de medida. de modo que hay un
error probable en la informacion de entrada. Ademas. el propio algoritmo genera
error. quizd redondeos inevitables. La informacidn de salida contendrd entonces
ervor generado por ambas fucntes.

Algunos términos importantes en ¢l anilisis de error:
Exactitud: Se refiere a la cercania de un nimero o de una medida del valor
verdadero que representa.

Precisidn: Se reficre al namero de cifras significativas que representan una
cantidad. Fsto se reliere cuando se habla de simple precisian o deble precisian,
dependiendo de la maquina que estemos utilizando.

Digitos significatives: Son aquellos nimeros diferentes de cero. en una ci-
fra o guarismo, leyendo de izquierda a derecha: empiezan con el primer digito
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diferente de cero y terminan con el tamafio que permitan las celdas que guardan la
mantisa. El ndmero 0.0001001234 tene 7 digitos significativos. Lo mismo que
los nimeros 1001.234 v 1001.234000 .

Existen principalmente tres tipos de errores que afectan los resultados de
un calculo numernico.

a)} Errores en los datos de entrada o heredados: Son errores contenidos en los
valores numéricos de los datos de entrada, y son pricticamente inevitables para
¢l calculista. Esto es, porque generalmente los datos de problemas del mundo
rcal provienen de algin experimento, como la poblacion de Tabasco de la Ta-
bla 1.1 del Ejemplo 1.1. Se clasifican’ en sistemdticos v accideniales.

Errores sistemditicos: Debidos a la imprecision de los aparatos de medicion.
Errores accidentales: Debidos a la apreciacion del observador v a otras cau-
CHEN

b) Error por truncamiento o aproximacion: Se debe a la interrupcion de un
proceso matemdtico antes de su terminacion. Por ejemplo. cuando la suma de
una serie infinita es aproximada por una suma parcial, cuando una derivada es
aproximada por un cociente de diferencias. En general. el error por truncamien-
to ocurre cuando un problema matemdtico es transformado en un problema
numérico. Un caso adicional de error de truncamiento, ocurre cuando una cal-
culadora s0lo toma en cuenta los digitos que aparecen en la pantalla v no anali-
#a ¢l primer digito perdido.

¢) Error por redondeo: Sc presenta debido a las limitaciones propias de la ma-
quina para representar cantidades que requieren un gran numero de digitos.
L:xisten dos clasificaciones:

Error por redondeo inferior: Se ignoran los digitos que no pueden conservar-
se dentro de la localizacion de memoria correspondiente (es un caso particular
del error por truncamiento). El redondeo de 0.10666 hasta cuatro decimales es

0. 1066.

Error por redondeo superior: El Gltimo digito que puede considerarse en la
localizacion de memoria se incrementa en una unidad si el primer digito del re-
sto que se pierde es 2 5. En el caso, de que ¢l resto que se pierde sea exacta-
mente igual a cinco, se pide que ¢l dltimo digito que puede considerarse en la
localizacion de memoria sea impar.



IFormalizaremos la definicion del error por redondeo en la Seccion 1.6,
Una esquematizacion de los tres tipos de error se muestra en la Figura |.5:

Construccion del
experimento

l

Maodelo matematico
Problema matematico

l (Error por aproximacion)

Problema numérico

I

Métodos numéricos
(Algoritmos) +
(Error por redonden)

Datos de entrada
(Errores heredados)

Salida de
resultados

Figura 1.5, Ubicacion de las fuentes de error en un proceso numérico.

El error total en un proceso numérico es la suma de todos los errores que
ocurren ¢n cada ctapa del proceso: errores heredados + error por aproximacion
+ error por redondeo.

Ejemplo 1.7: Algunos ¢jemplos de redondeo superior hasta cuatro lugares deci-
males, se muestran en la Tabla 1.3,
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Niumero Redondeo del ndmero
+ 010666121 + 10,1067
+ (0. 10664 + 0.1066
+ 0. 10665 + 0. 1066
+0.10615 +0.1062
+ 1.69999 + 1.7000
+ 1.60015001 + 1.6002

Tabla 1.3. Ejemplos de redondeo superior hasta cuatro lugares decimales.

Ejemplo 1.8: Calcular ¢l coseno de x para valores pequefios de x.

Solucion: La aproximacion que se le aplica al cos(x) es la serie clisica de Ma-
claurin. dado por

Para resolver el problema con x = 0.5, podemos tomar los primeros 4 1ér-
minos de la serie,

cos (0.3) = 1-00125 +0,0026042 - 0.000021701 = 0.877582499,
en esle caso
cos (0.3) = 0.877582499 + error por aproximacion + errar por redondeo.
k| error por aproximacion se comete al considerar anicamente los primeros
4 términos de la serie. v ¢l error por redondeo se comete al considerar solamente 5
digitos significativos en el tercero v cuarto sumandos. El resultado serd mas exac-

o mientras mis érminos tomemos de la serie. Se presentardn mis ejemplos a lo
largo del curso. m

Para medir la exactitud con que se determina un ndmero o una cantidad. se
usan las medidas conocidas como error absoluto v ervor relativo.

Error absoluto: Es la diferencia entre el valor real (también se dice valor
exacto o valor verdadero) de un numero v su valor aproximado. Si x es el valor
real, x* es el valor aproximado v Ax su error absoluto. entonces:

Ax=x%-x.

13



Error relativo: Es el cociente del error absoluto entre el valor real del na-
mero,

A '
R—-—I s1i x=0,

X
En el caso de que el valor verdadero x se desconozca o sea dificil de mane-
jar, la aproximacion x* se sustituye por x y al resultado se le sigue llamando error
relativo, En muchos casos, (nicamente se conocerd una cota de la magnitud del
error absoluto de una aproximacion. por lo que es practico dar una estimacion de
la magnitud de los errores absoluto y relativo. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.9: Determinar los errores absoluto y relativo, para x=+2 y x* =
1.414, asi como algunas cotas para dichos errores,

Solucidn: El error absoluto es, Ax=x*=x==0.00021356 ....
v ¢l error relativo

-0.00021356... -0.00021356...
K = = = =),
§ aﬁ 1214 0,00015

Algunas cotas para los errores absoluto v relativo podrian ser por ejemplo:

|Ax|€0.00022 v |R, |<0.00016. ébien |Ax|£0.0003 y |R, |<0.0002. m

Los errores relativos se presentan con frecuencia como porcentajes, que se
pucden estimar como;
|x-x*|

| x|

En el Ejemplo 1.9, el porcentaje de error es a lo mas de 0.02 %.

Porcentaje de error = =100, si x=0.

Ejemplo 1.10: Cuando 999 999 se multiplica por 8 888 828, el producto es 8 388
879 111 112. Las computadoras trabajan de acuerdo con una “longitud de pala-
bra” establecida, redondeando todos los nimeros segin esa longitud. Si realiza la
misma multiplicacién con una calculadora que visualiza menos de 13 digitos, ob-
tendrd un resultado diferente. Tales errores de redondeo son errores de algoritmo
vy s¢ cometen inevitablemente por millones en las computadoras modemas.

Overflow: En el lenguaje técnico de computacion se acostumbra emplear
este anglicismo, va que las traducciones posibles no proporcionan una idea clara
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de su significado. Se dice que existe un overflow cuando dentro de una localiza-

cion de almacenamiento no cabe un nimero, debido a que éste cs mayor que la
capacidad de la mencionada localizacion de almacenamiento.

Underflow: Similarmente, se dice que existe un underflow cuando dentro
de una localizacion de almacenamiento no se puede representar un nimero positi-
vo muy pequeiio. debido a que €ste ¢s menor que la capacidad de la mencionada
localizacion de almacenamiento.

1.4 PROPAGACION DEL ERROR

Cuando valores aproximados son usados para calcular nuevas cantidades.
los errores de cada valor influirdn en los resultados. Se derivarin métodos para
estimar cémo se propagan los errores contenidos en los datos en un cilculo dado.

Propagacion del error para la multiplicacion: Sea z=xy con x=0 ¥
y=0,
Az=x*y*—yy=(x+Ax)(y+Ay)-xy=xAv+ yAx+AxAy.
Si suponemos que Ax Yy Ay son arbitrariamente pequefios. entonces

AxAy serd mas pequefio todavia v se puede despreciar, por lo tanto, el error ab-
soluto para ¢l producto resulta:

AzsxAy+yAx e e I b

Es mas conveniente considerar el error relativo y su cota:

Az| |A

—| | —|+
x

M

Ay
¥

. (1.2)

ﬁzEﬁx+.ﬁ.y:
- X ¥

( < se lee “menor que o aproximadamente igual a™).
Propagacion del error para la division: Sea z = i con x#=0 y y=.

Xyp+yAx—-xy—-xAy _ pAxX-xAy
y(y+ay) yiy+ay)

X* ¥ x+Ax

Azs—===

X
¥* v y+Ay vy

— —
—

dividiendo entre de z tenemos:
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ﬂz=£yﬁx—:.ﬁ.y_&x y Ay _[ﬁr_ﬁy] ¥y

z x y(y+Ay) x y+ay y+ay (x  p )y+ay’
Si Ay es suficientemente pequefio, entonces :; =1, por lo tanto, el
yray
error relativo para la division y su cota son:
.aI—I.E E—Eﬁ; E & ﬁx E S E 5 AEREI R RR R AR RaEa {l-j‘}
2 x oy | x y

La propagacidn del error para la suma y la resta, asi como sus respectivas
cotas, aparecen como ¢jercicio numero 19 en la Seccidn 1.11 de Problemas.
Ejemplo 1.11: a) Estimar el valor de y = x" si x*=2+0.001.

b) Estimar el valor de z=2, y calcular una cota para el error relativo si
Y

=220y y*=3+02.
Solucidn: a) De acuerdo con la férmula (1.1) tenemos

Aysx'Ax+xAx’ sx’'Ax+x(rAx+xAx) = Ay=3xiAx.

Compare el resultado con la derivada de y, esto no es casualidad, la propa-
gacidn del error en una funcion diferenciable depende del Teorema del Valor Me-
dio. Sustituyendo valores tenemos

Ay=X2'H0.001)=0012, porlotanto, y=8£0012.

b) La propagacion del error lo podemos calcular como

yax-xay=][ﬂ.l}-2w.1}= 0.1 1

Az= =
yiy+Ay) 3(3+0.2) 96 96

2 1
| zmst—,
*T3%%

Una cota para el error relativo seré:
Az |Ax
— o || —

)
r | x ¥

Observe que la cofa se amplifica, pues

01 02
2102 01167,
7 3

=—=—=0015625<0.1167. @
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Investigaremos la propagacion del error cuando se evalia una funcion dife-
renciable f de n variables x,,x,,..,x,. Usaremos la siguiente generalizacion del
Teorema del Valor Medio: “Si una funcion real valuada fes diferenciable en una
vecindad del punto x = (x,.x,,...x,), ¥ x+ Ax es un punto en la vecindad, en-

tonces existe un nimero 8, con 0 < @ < 1, tal que

Af=flx+ax)-f(x)=3 aan[r+H Ax)Ax,

Cuando usamos este teorema en la prictica, usualmente se evalian las de-
rivadas parciales para x = x* (la aproximacién de x). Cuando se conocen (inica-
mente las cotas de los errores para el argumento x, se puede encontrar una cota
para A /' usando la desigualdad del tridngulo.
of
ax,

Férmula general para la propagacitn del error: A f = i Ax, .
=]

Cota de error miximo: R T T — {1.4)

ﬂfifij

Ejemplo 1.12: Obtener una estimacidn del wvalor de y=sen(x’x,) si
x=075£10"y : =0413+3x107,

Solucién: El valor aproximado de v es

y* = sen((0.757 }(0.413) = 0.23022851... = 0.23 + 0.00022851... = 0.23 £ 0.03 x 10",
donde »*=0.23 con un margen de eror de redondeo aproximado por
+0.03x107".

Aplicamos la formula (1.4) para estimar una cota de error mdximo:

|5J’|f ms[x.lx,}zx,.:,d.:,I+|'m5{xf.t=}1,’m=|'
=|(0.97313659...X2X0.75X0.413X107)| + (0.97313659..)0.5625)3 x 10™")
<[ (0.974)2)(0.75)0.413)107) | +| (0.974)0.5625)(3 x107")

= 0.603393x 1077 +1.643625x 107" =0.7677555=107 <0.77=1077,
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de donde |Ay| £ 0.77x107. “Es importante observar como se fueron obteniendo

lus colas superiores en cada paso.™
Finalmente para obtener ¢l valor aproximado de y, afadimos la cota de
error mdximo que acabamos de calcular al error de redondeo de v*:

»=023£(0.77x107 +0.03x107)

Por lo tanto, y=023+08x10". =
l.a cota de error maximo es muy pesimista si ¢l nimero de variables es
grande. Si f es una funcidn vectorial de n variables, es decir, f=(f. /... /_)

¢l método anterior se puede usar para estimar el error para cada componente por
separado.

1.5 REPRESENTACION DE NUMEROS REALES EN BASE f

Comenzamos analizando ¢l siguiente ¢jemplo, donde se presenta la Tabla
|.4 con algunos nimeros reales escritos en base 10.

Ejemplo 1.13:

Niumero real a en Valor del nimero real a en forma expandida
forma reducida.

230789 730789 = 2x10° +3x 10" +0x10° + 710" +8x104+9.
| 1 1 2 5
—=0.125 - —
d g8 10 10° 10

4 | 4 2
| 4= o o=

10 10° 100 10' 10°

e

2 =1.41421--

| 4 | 5 9
x=2314159... n=3+—+— -+ —+ —+
i 10 10° 10" 10" W

Tahla | 4. Algunos nomeros reales escritos en base 10,



En general, si § &s un nimero entero = 2, entonces cualquier nimero real a
puede escribirse en la forma reducida:

a = ¢t @Ay o Tpe| s ** Tppim ™ {lj}
i, . 3 L w ; Semkasmsnans e
Parte entera. Parte fraccionaria.
donde 0<a, <p-1, i=1,2,..
El valor de a en forma expandida es dado por la serie infinita:
ﬂ==t[ﬂ.13""+-'=;~I3""+-"+ﬂﬁ-.!3+ﬂ..+"‘E—"+‘E—;’+'"+—aﬁ’:ﬁ+'"] (1.6)

Las bases mas cominmente usados son = 10, 2, 8 v 16. A los ndmeros en
estas bases se les llama decimales, binarios, octales y hexadecimales, respectiva-
mente. Para f = 16, los digitos son 1, 2, ..., 9, A, B, C, D, E, F, 0. La mayoria de

las computadoras usan el sistema binario que Unicamente necesita dos digitos, 0 v
| para representar los nimeros reales.

Ejemplo 1.14:  (23),, =2x10+3=2"+2" +2+1=(10111),
= 2x8+7= (27),
= l6+7 = {I?]M'

Por lo tanto, (23),, =(10111), =(27), =(17),, .

Si un switch cerrado (o polaridad positiva) denota el | ¥ un switch abierto
(o polaridad negativa) denota el 0, entonces cualquier nimero binario puede ser
representado por una serie de switchs abiertos y cerrados (o polaridades negativas
¥ positivas), como se muestra en la Figura 1.6.

w
w
L4

Figura |.6. Representacion del nimero binario 10111,
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Un problema con ¢l sistema binario es que requiere de muchos digitos bi-
narios para representar nimeros decimales (aunque sean pequefios), el nimero 23
necesita 5 digitos binarios 10111 y un nimero de 8 digitos decimales requiere al-
rededor de 27 digitos binarios.

Las personas usamos nimeros decimales, las computadoras usan numeros
binarios v octales. Ciertas computadoras modemas (la serie IBM 360) usan nime-
ros hexadecimales,

Ejemplo 1.15: Convertir en binario los nimeros decimales 101, 0.1, 101.1. y en
decimal el nimero binario 0.1011.

Solucion: Usaremos las propiedades de las series infinitas para convertir nimeros
decimales en binarios.

a) (101), =10° +1=(2"+2) +1=2°+2" + 22 41 =(1100101),.

T 3 1 2 1 1
B (01), = =—=e—teem—t—,
> (0-1), 10 30 30 30 30 1§
donde
I | 11 =1 & 1
0 2°-2 2 I_L_z’gz'- 2w Y
El
i I (I I o 1 = |
-i‘;=2"-—|=2—.|-|—-?§ II-H'_ Ezlmi
zl

Por lo tanto.

i L ! I [ 1

=(0.0001100110011-+-),.

¢} (1011}, =001),, +(0.1),, = (11001010001 LOO110011---),.

T
0.1011), = =+ —+— = — = (0.6875),,.
d) (01011); =5+ 5o +57 = 10 =(06875) . w

2
Otra alternativa para transformar el nimero (101.1),, a binario, son los si-

guientes algoritmos que se aplican en la parte entera y fraccionaria del nimero
respectivamente. Ver Figura 1.7.



101 = 2(50) + 1 t 200)=02 = 00
50 =2(25)+0 202)=04 = 000
25=2(12)+ 1 2004)=0.8 — (L0000
12=2(6)+0 200.8)=16 = 0.000]
6=2(3)+0 2006)=12 = 0.00011
3=2(1)+1 2(0.2)=04 — 0.000110
1=2(0)+1 2(04)=0.8 — 0.0001100
2008)=1.6 — 0.00011001
20.6)=1.2 — 0.000110011

Figura 1.7. Algoritmo para transformar un nimero decimal a binario,

[.os residuos en la parte entera se leen de abajo hacia arriba como indica la
flecha en la Figura 1.7. para obtener de nuevo el nimero binario 1100101 que es
¢l equivalente binario del nimero decimal 101, En este caso, se estd aplicando
sucesivamente ¢l Algoritmo de la Division, dividiendo entre 2 hasta obtener un
cociente cero. Para la parte fraccionaria se comienza multiplicando por 2 al deci-
mal que se quiere convertir a binario (en este caso al 0.1), la parte entera del resul-
tado es ¢l primer digito de la parte fraccionaria del binario correspondiente. Se
multiplica de nuevo por 2 a la parte fraccionaria del resultado anterior. v la parte
entera del nuevo resultado serd el siguiente digito de la parte fraccionaria del bi-
nario correspondiente. Se continda el proceso y se detendri cuando al multiplicar
por 2 una fraccion dé como resultado 1.0, en caso contrario, el proceso seri infini-
to como en ¢l ejemplo, pues la sucesion 0011 se repite indefinidamente. Sumando
los equivalentes binarios de las partes entera v fraccionaria, obtenemos de nuevo:

HODI01 +0.000110011... = 11001010001 1OOL10011... .

El nimero decimal 0.1 que tiene representacion binaria infinita no podra
ser representado exactamente en una computadora binaria. Tampoco podrin ser
representados exactamente los nameros decimales con representacion infinita.

La arquitectura de la mayoria de las computadoras esti basada sobre el
principio de que los datos son procesados con una cantidad (ija de informacion
como unidad. Tal unidad de informacion es llamada una pafabra v el nimero de
digitos (usualmente binarios) en una palabra es llamado longitud de la palabra de
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la computadora. Las longitudes de palabras mas comunes son 16 (para la mayoria
de los microprocesadores). 32 (IBM 3090. VAX) y 64 en las supercomputadoras,
L.a mavoria de las microcomputadoras usan 32 bits (digitos binarios) para repre-
sentar los nimeros reales. Los ndmeros enteros pueden representarse exactamen-
e ¢n una computadora si la longitud de la palabra es lo suficientemente grande

para almacenar todos los digitos.

. Cdmo se hace para representar los numeros en la computadora?.

1.6 NUMEROS PUNTO FLOTANTE

La escritura (1.5) de la seccion anterior para el numero real a = (), se pue-
de escribir también como:
a=M xﬁ" =t a,.ad, X I}" ra e (| 17y |

donde B es la base del sistema numérico, e entero es el exponente (orden o carac-
teristica de a), y cada cifraestal que D <a, <P y 0<a <f parai=1.2....Esta

forma de escribir el nimero a es conocida como la motacion cientifica.
W = +ta,.a, a, ... puede ser un nimero con una cantidad infinita de digitos.

Ejemplo 1.16: En la Tabla 1.5, presentamos algunos nimeros reales representa-
dos en la notacion cientifica.

(0.000110011--), =

230789 = 2.30789x10° (L1001 1--), x 2 (01), =8~
01=10x10" (10), = 2' (0.01), =87
A2 = 14142.-x10° (100), =2° (10),, = 16'

a =31415.x10° (01), =2 (100),, =16
0.00005001 = 5001 <10~ (0.01), =27 (o), =16"
(0a011), =(L011), =27 (10), = 8' (001),, =167
(0.00000.458),, = (A.B8),, x16™ |(100), =8' (10000),, = 16*

Tahla 1.5, Algunos nameros reales representados en la notacion cientifica.



Con la notacion cientifica se evitan escribir los ceros de la derecha del pun-

to decimal, Una computadora o calculadora no puede leer ¢l ndmero real a repre-
sentado en la forma cientifica (1.7), sino que lee el nimero:

a*=mxpf’ =ta, 0,0, --a_a xp ademadssaniamtiaai L 08)

llamado representacion de punto flotante para el nimero real a. En otras literaiu-
ras, s¢ prefiere clegir @, =0 y 0 <a, <p lo que conduce a otra notacién de punto
flotante.

m=ta,0,a,a,_a, . dondea =q parai=0,1.2, ...1-1 y & esleidaco-
mao:

I. Si hav truncamiento (redondeo inferior): u; =a,,

2. Si hay redondeo (redondec superior): «, =a, si a,,, <p/2 6si a,, =p/2 y

[
@ =0Yk22ya espar. Obien, a, =a, +1 si a,, 2p/2 6sia,, =p/2y

a =0%kz2y a, esimpar. (En este caso, a, no siempre serd igual a a, pa-

rai=0.1.2, .., rl: ya que pueden ser modificados de acuerdo con el resulta-
dode a, +1).

El nimero ¢ en (1.8), es llamado precision de la mdquina (en una computa-
dora de 32 bits en precision simple, f =2 y 7= 23, lo que equivale a =7 para 8
= 10). El nimero m=zta, .00, a,_a,, sellama mantisa o significando del
namero a y s €l redondeo de M a ¢ +1 digitos. El nimero e en (1.8) es llamado cl
expanente v €5 un nimero entero decimal. Los digitos a la derecha del punto en m
s¢ llaman fraccidn. Asi que el nimero punto flotante a* en (1.8) tiene r +1 digi-
los en la mantisa v ¢ digitos en la fraccion. Podemos decir que a* es igual al nai-
mero real @ redondeado a ¢ +1 digitos. Ademas

Oca, <p = I1s|m|<p.

Lo anterior significa que los numeros punto flotante estin normalizados. No se
almacenan los ceros que estan al comienzo del nimero. La parte entera de m tiene
solamente un digito. El tamafo del almacenamiento que se reserva para ¢l expo-
nente. determina ¢l rango del nimero que puede ser representado. Los limites de ¢
s¢ pueden escribir como L s e s Ul donde L y U son enteros negativo y positivo
respectivamente. Si el resultado de un cilculo es un nimero punto flotante con ¢ >
I4. la maquina da como salida una sefal de error, Este tipo de error es llamado
averflow. El error correspondiente con e < L es el underflow. Este ultimo error no
s tan grave como el overflow,



Ejemplo L.17: Presentamos en la Tabla 1.6, algunos nimeros reales con su repre-
sentacion cientifica. y su representacion de punte flotante con precision cuatro y
redondeo (redondeo superior). Se ha elegido la representacion de punto Notante
con precision cuatro a manera de ejemplo, porque en la prictica las computadoras
son de mavor precision,

Numero a. | Representacién Cienti- | Representacion del Punto

| fica del nimero a. Flotante a* Precisitn t=4 y
| redondeo.

23078900 2.3078900 x107 2.3079 =107

23078500 12.3078500 <10’ 23078 x10’

3077500 | 2.3077500 x107 2.3078 %107

23079500 2.3079500 x 107 2.3080 x10’

23075501 2.3075501 x10 2.3076 =10

1 —ou2s L 1asxi0! [1]‘=I.15mlxlﬂ"

% - R B

VA =td1420- (V2=141420-x00" (3] =14142x10°

n=314159.-. |x=3.14159..-x10° a'=3.1416x10°

0.00005001 000005001 = 5.00[ = 10 (0.00005001)" = 5.0010x10™

(0.1011), (01011), =(1011), %2 | (0.1011), =(1.0110), x2"

(0.00000.48), | (0:00000.458), = (0.00000488),, =
(4.B8), =16* (A.B8800),, x16*

Tabla 1.6. Ejemplos de representacidn cientifica y pumto flotante.

Es importante observar que en cada caso en ¢l Ejemplo 1.17 . se esta apli-
cando ¢l eriterio de redondeo superior. m

Un conjunto de ndmeros punto flolante esta anicamente caracterizado por
la base [b. la precision (. y los enteros L y U (que determinan los limites para los
exponentes). En lo sucesivo denotaremos este conjunto por F1(p.r. L.t/ ). De esta



manera se ha establecido un sistema numérico, con el que la computadora puede
operar ¥ con los cuales hace aritmética.

Definimos un Sistema de Punto Flotante, como el conjunto de nimeros
de punto flotante normalizados, en el sistema de nimeros con base fj con ¢ digitos
para la fraccién (equivalentemente ¢ +1 digitos en la mantisa), es decir. el conjun-
to de nimeros de la forma:

J0<a, <p. L:l:eﬂb’.}u{

F.; LA ¥ - - ' N ann . [
B.r. L, U) {u t a,.a,d,..a, %p NS, <B, TulZ, i ﬂw}

1 = veges

La cantidad de nimeros de punto flotante, que admite el sistema numérico
FI(B..L.U ) es 2(B-1)p (U -L+1)+1.

Es importante enfatizar, que en el “sistema de niimeros de punto flotante
FI(B.1, LU )", significa que la fraccion tiene ¢ digitos. En otras literaturas, los

nameros de punto flotante son normalizados, de modo que, B <|m|<1 y aqui /

digitos son usados para la mantisa. Nuestra notacion es consistente con el [EEE’
Estandar. para la aritmética de punto flotante.

Diferentes computadoras usan distintas técnicas para compactar los name-
ros, pero el procedimiento general es el mismo. En las computadoras, los nimeros
punto flotante tienen tres partes importantes: el signo (requiere un bit), la mantisa
mejor conocido como significando, y la parte exponencial conocido como la ca-
racteristica. Las tres partes de los nimeros tienen una longitud total fija que con
frecuencia es de 32 o 64 bits (algunas veces mas). La mantisa ocupa la mayor par-
le de estos bits, 23 y muchas veces 52 bits, y este nimero de bits determina la pre-
cision de la representacion. La parte exponencial usa 7 y muchas veces 11 bits, y
este nomero determina el rango de los valores. Un esquema estdndar es la que se
muestra en la Figura 1.8.

clele]|l. . |elalalal.|a
LSigno | Celdas parn el exponente. | Celdas para ls mantisa normalizada. |

Figura | 8. Esquema de representacidn de nimeros punto flotante en una computadora.

" The Institute of Electrical and Electronics Engineers, Inc.. 345 East 47 Street, New York.
Mew York 0017,
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Donde o es el signo de la mantisa. En el caso del sistema binario, a, =1

siempre. por lo que no ¢s necesario almacenarlo, y esto permite ganar una celda
mds para la fraccion, almacenado ¢ +1 digitos binarios en la fraccidn.

[.a mayoria de las computadoras registran dos y hasta tres tipos de nime-
ros: precision simple. que equivale de 6 a 7 digitos decimales significativos; pre-
cision doble, equivalente de 13 a 14 digitos decimales significativos: y precisidn
extendida, que puede ser equivalente de 19 a 20 digitos decimales significativos.
Una tabla comparativa de los métodos de almacenamiento de nimeros punto flo-
tante aparcce en Gerald. C.F. y Wheatley, P.O. (1999) [7] . Parte de ella es la Ta-
bla 1.7 siguiente:

Método. Longi- | Bits en | Bits en | Valor ses- | Base. | Exponente | Exponente | Digits
tud total. | la el eado . MAXIMO. | minimo. decimales
frac- | expo- significa-
| ¢in. | nente, VoS,
1IEEE:
Simple 32 |23 | 8 127 2 127 | -126 7
| Doble 64 |52 | 11 | 1023 | 2 ] 1023 | -1022 | 16
Extendido | 80 | 64 | 15 | 16383 | 2 | 16383 [ 16382 | 19
VAX: —
Simple 32 23 8 127 2 127 -127 7
Doble | 64 35 8 127 2 127 -127 16
Doble 2 64 52 Ll 1023 2 1023 | -1023 15
Extendido | 128 | 112 15 16383 2 16383 | 16383 33
IBM:
Simple 32 24 T 63 16 63 - 64 7
Doble 64 56 7 63 16 63 - 64 16
Fxtendido | 1287 | 112 | 7 63 16 63 — 64 33

Tabla 1.7. Métodos comparativos de almacenamiento de ndmeros punto flotanic.

L.a cantidad de nimeros punto flotante que admite el IEEE Estindar es de 4
261 412 865 (cuatro mil doscientos sesenta y un millones cuatrocientos doce mil
achocientos sesenta v cinco) /Coémo se puede calcular dicha cantidad?.

*** El valor sesgado se aflade al exponente para almacenar (e+127 por ejemplo), asi que los exponentes
negalivos son almacenados como enteros posilivos.

* Mis | ~bit oculo”

** § bits no usados.



Cuatro formatos para la aritmética de punto flotante binario, fueron pro-
puestos por el IEEE en 1979, y adoptados como formato estindar en 19835 con
algunos cambios por otras compafiias que fabrican computadoras, como el Ameri-
can National Standards Institute. Adoptaron el ANSVIEEE Standard 754-1985
para la Aritmética de Punto Flotante Binario. Esta fue la culminacién de casi una
década de trabajo de un grupo de 92 personas, entre matemdticos, cientificos e
ingenieros de universidades, fabricantes de computadoras y compafiias de micro-
procesadores.

A pesar de todo, fue el desarrollo de los microcomputadores lo que hizo
necesario estandarizar la aritmética de punto flotante. Una ventaja fue facilitar la
portabilidad, es decir, que fuera posible correr un mismo programa sin cambios en
diferentes computadoras. Si dos computadoras conforman el estdndar, entonces la
ejecucion del mismo programa en las dos computadoras darfa resultados idénti-
cos. Esto no seria posible para las computadoras que no tienen aritmética estdn-
dar.

Todas las computadoras disefiadas en los Gltimos 15 afios usan la aritmética
de punto flotante IEEE (los microcomputadores INTEL 8087 y Motorola 68881
fueron los primeros en implementarlo). Esto no significa que todas ellas encuen-
tran exactamente los mismos resultados, porque existe algo de flexibilidad en el
estdndar, Pero esto significa que nosotros tenemos un modelo de maquina inde-
pendiente de como se comporta la aritmética de punto flotante. MATLAB usa el
formato IEEE de precisidn doble. Existe también un formato de precisidn simple
que ahorra espacio pero no es muy rdpido en méquinas modemas. Y existe un
formato de precisidn extendida, que es opcional y por lo tanto es una de las razo-
nes de la falta de uniformidad entre méquinas diferentes, Moler, C.B. (1996) [8].

El formato bésico de precisién simple ( 32 bits ), estd implementado en
casi todas las maquinas. Estd disefiado dentro del sistema operativo. Para el for-
mato estdndar del IEEE, el nlimero positivo més grande que se puede almacenar
o representar es ¢l namero:

111 12" =2"(2-27)=3.4028235x10™
!

3. v

Y el nimero positivo més pequefio que se puede almacenar es:

1.00..0%x 27" = 271% ~ 1 1754944 x 107",

13 = vecwr



1.7 DISTRIBUCION DE NUMEROS PUNTO FLOTANTE

l.os ndmeros punto flotante no son uniformemente distribuidos sobre el ¢je
real. como en el caso continuo. Veamos para ¢l sistema FI2. 2, =2, 1). Los niime-

ros positivos binarios de esle sistema, convertidos a decimales se muestran en la
Tabla 1.8

e | =d

(000), x 2" =0 (1.01),x2" .-_[1 -l-%]:-: =§ (L), = 2" =

]“1=E (100), x 2' =2
273 :

[:II“”]IE-I ’[T*I'l]xl Ei [l,“]: x 3 =[t+%+i]x%=% ““]j: x? =1
4

4 16 -
(1.10),227% = [I %}4%=% (100), x 2* =1 [i_“]:,.ggl=§
(i x2Tn(1ege g Jem e (101), x2* =3 1oy, x2'=3
(100), = 27 =1 = %=% (110), = 2" =%

Tahla | 8. Nameros positivos binanos del sistema Fi(2, 2. -2, 1) convertidos a decimales.

Hay 16 nimeros positivos. En total hay 33 ndmeros punto flotante en este
sistema incluyvendo los nimeros negativos v el cero. La distribucion de los nime-
ros positivos €5 como s¢ muestra en la Figura 1.9, Entre los nimeros (lotantes
2* 2 los nimeros punto flotante estin uniformemente distribuidos con una
separacion de 27, Cuando ¢ se incrementa. las separaciones lambién se incre-
mentan como se observa en la Figura 1.9, La separacion entre los ndmeros punto
Motante que estan entre | y 2 en nuestro sistema es 27 o 1/4. En el sistema com-
pleto IEEE Estindar. esta separacion es 27 . Matlab llama a esta cantidad eps. el
cual ¢s conocido como el épsilon de la mdguina (eps =2 ), Antes del IEEE es-



tdndar, méquinas diferentes tenian diferentes valores de eps. El valor decimal
aproximado de eps es 22204x 10", Uno u otro, ESE o eps pueden ser llamados

nivel de redondeo.

m—q—#—ﬁ
0D ww % 1 s 32 74 2 512 3 m

¢ r 2'

Figura 1.9. Distribucién de nimeros punto flotante positivos del sistema Fi(2, 2, -2, 1).

1.8 ERRORES POR REDONDEO EN ARITMETICA DE PUNTO
FLOTANTE

Teorema 1.1: Sea FI(p,r, L, U ) un sistema de punto flotante.
i. Las cotas para el error absoluto y relativo en el caso de redondeo son:
|M[£%|1"'. donde e depende de a.

Aa
o

Su-% B*,  se llama unidad o nivel de redondeo de la méquina.

ii. Sihay truncamiento: |Aa|Sp*™' y ‘i:i-‘i.l-‘-ﬁﬂ".

Observaciones

1. La unidad de redondeo para el caso de truncamiento es mayor que en el caso
redondeo, por lo que una maquina que trunca €s menos precisa.

2. La unidad de redondeo p es independiente del niimero a, por lo que niimeros
grandes y pequefios son representados con la misma exactitud relativa.

3. Si se quiere aproximar un namero hasta f +1 digitos significativos correctos, es
suficiente con pedir que la magnitud del emor relativo sea =



1 ' .
2a--.ll]l" (=5x10" ). © que el tamafio del error absoluto sea < -Iixlu” sl se

conoce el orden e del nimero.
4. En Matlab el épsilon de la miquina es eps=2" =22204x10™ y la unidad

de redondeo es u=£§{=%x2'” =0.11102x10™", lo que significa que des-
| pliega 15 decimales correctamente redondeados en la fraccion.
Demostracion del Teorema 1.1: Sea a un nimero real distinto de cero. Entonces

a=mp', con 1s|m|<p, m=+a,.aa,a_aa, -, a0 & 0sa, <f, Co-
mo a*=m*f’, con m* igual a m redondeado a 1 + | digitos, entonces

|m'—mi£%ﬂ-". (Para el caso truncamiento |m*-m| < p™ ), por lo tanto,
|aa|=]a*-a|=|me-m|p* s 2B Bt = 25,

I = £
_laal PP g 1
de donde. |R,|= |ﬂ| = Fi’ﬂ'lﬂ‘t iiﬂl 5 pues, mil .|

Ejemplo 1.18: Para el sistema punto flotante F7(2, 23, -126,127) del IEEE estan-
dar, la unidad de redondeo es p = %x!‘“ =2% =0.596 %1077 (esto significa

que los resultados en este sistema, tienen 7 digitos decimales correctamente re-
dondeados ¢n la fraccion). El épsilon de la maquina cs:

eps =27 =1.1920929x107,

que representa la separacion entre los nimeros punto flotante que estdn entre los
numeros flotantes 1 v 2 del sistema. Recuerde que el nimero positivo méds peque-
fio que se puede representar en este sistema es el:

1.00--0% 27" = 27% = ,1754944 < 107",
i

1w vecen
y ¢l nimero positivo mds grande es el:
L1112 =27(2-2% )= 3.4028235% 10"

L 1.
18« vt

L.a representacion geométrica de este sistema se muestra en la Figura 1.10.
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negutiva, peositivo.

Figura 1.10. Nomeros punto flotante del formato estindar [EEE FI2, 23, 126, 127).

(Cudntos digitos decimales corresponden a ¢+ 1 digitos binarios?
Para responder a la pregunta, resolvemos la ecuacidn:

%xl" =%xlﬂ" = s=1log,(2)=03:.

De donde obtenemos la siguiente regla: ¢ digitos binarios en la fraccion corres-
ponden a 0.3 digitos decimales en la fraccidn, y s digitos decimales en la frac-
cion corresponden a 3.35 digitos binarios en la fraccion.

Para 1 = 23, s = (0.3)23) = 6.9 = 7 digitos decimales en la fraccién. Para el caso
de Matlab, r = 52 por lo que s = (0.3}(52) = 15.6 = 15 digitos decimales en la
fraccion.

1.9 CANCELACION NUMERICA EN LAS OPERACIONES
ARITMETICAS DE PUNTO FLOTANTE

Consideramos un nimero real a distinto de cero, y a* o fI(a) su corres-
pondiente nimero flotante, es decir, a* o f1{a) es'el redondeo de a en el sistema
FI(B,t,L,U ). El error absoluto de @ es Aa = fI(a) - a. Se analizardn con detalle,
ejemplos de operaciones aritméticas donde se presenta la cancelacién numérica.
Para un estudio mas riguroso sobre las operaciones aritméticas de punto flotante,
s¢ puede ver en Eldén, L. and Wittmeyer-Koch, L. (1990) [6]. Un enunciado
equivalente al Teorema 1.1 y que es especialmente adecuado para el andlisis de
acumulacidn de los errores de redondeo es el siguiente:

N



Teorema 1.2:

i:f*. guz-l:-ﬂ“ & 36> fMia)=a(l+3) con |8]sp.

Para ver cdmo se comportan los errores por redondeo en las cuatro opera-
crones aritméticas basicas, denotemos por @ a cualquiera de ellas (es decir, ® = +
-=.* ./ )y porel Teorema 1.2, la aritmética de punto flotante se considera buena
si se ticne:

Ma®by=(@a@b)(1+35) con |§[=p.

Observe que sucede lo mismo para el resuvitado de una operacion que lo
que ocurre para un ndmero, sin émbargo este resultado puede ser una buena
aproximacion del nimero exacto (asi como los nimeros de punto flotante son una
buena aproximacion del nimero exacto cuando este es introducido en la computa-
dora). Y decimos que “puede” porque con este tipo de aritmética se presenta un
fendmeno gue en andlisis numérico se denomina cancelacidn numérica: ésta se
presenta  especificamente en la resta. Veamos mds de cerca. Sean
a.be FI(p.r.L.U ) tales que:

H=ﬂu'ﬂlal RO R .'”'ﬂf  J "’:url'ula:'"a,h;.r'"hrHﬂt'\-

ENtONCES.
ﬂ{ﬂ -h] = um "DI'.'”_. l'."‘ le =d'-.4-'|"l'hw.1 "'c| jl';I:i"l-':ll‘”-

Esto quiere decir que al hacer la resta de a v b se pierden las cifras mas significa-
tivas (las que aseguraban la buena aproximacion del nimero). v el resultado no
necesariamente tiene que ser una buena aproximacion.

Ejemplo 1.19: Sean ¢ = 1.99999935 y b = 199999923, Calcular @ - b ¢n una
aritmética de punto flotante con B = 10, t = 7 y redondeo, y compararlo con el re-
sultado exacto.

Solucidn: En el sistema de precision 7 }' redondeo tencmos que
a*=flla) = 19999994

b* = k) =19999992 v f(a*-b*) = 00000002 =20x10".

El resultado exacto es a—b = 000000012 =1.2x107. (No son iguales ni por re-
dondeo en ¢l primer digito de la fraccion.) m

El crror relativo de un valor aproximado es una medida de la informacion
contenida en la aproximacion. Medir una cantidad, por ejemplo, la distancia entre
dus puntos. con seis digitos significativos requiere equipos mds avanzados que
parz medir la misma cantidad con dos digitos significativos. Cuando la aproxima-



cion es usada en un cdlculo numérico, es importante no destruir informacion por
usar algoritmos malos.

Ejemplo 1.20: Calcular las soluciones de la ecuacion cuadritica ax’ +hx+c =0,
con una aritmética de punto flotante: B=10. ¢ =7 vy redondeo, v con los coeli-
cientesa=1, h=10"y ¢c=1.

~bx[A

————.con

Solucién: Primero usamos la férmula general x = 32

A=bh =dac. a=0.

8 = p(a)= (10" -40)0) )= (10° - 4)=10".
~10* - s1(io® 10 -10° .
10 J;(' ]Jzﬂ[M]bm-,

= )= 1 1

2

= e)= [ A g (et )

Las soluciones exactas son x, = =9.999999999x 10* y x, = -1.000000338x107. x,

no coincide ni por redondeo con x.. Esto quiere decir que algo anda mal. Ade-

mas. se sabe que las raices v los coeficientes de la ecuacion tienen las siguientes
relaciones, conocidas como Formulas de Vieta:

b c
) )
. c* : :
Pero, x x, =0=1=——, por lo que los resultados son inaceplables. L.a razon es

a*’
que en la formula general para obtener las raices hay cancelacion numérica, ya

Ny

que si b>0, al calcular x, S hay una resta, v si b <0, al calcular
a
=h=alA - 2
¥ = — también se hace una resta ;Qué hacer en estos casos?, Quitar la
=Ll

resta que causa problemas (no todas las restan presentan esta dificultad).
Olra forma de calcular x7 v x. es el siguiente: Como b=10" > 0. asi que primero

calculamos x, (que no tiene resta al usar la formula general): x; = fl(x,)=-10".
Ahora, calculamos x, utilizando la segunda formula de la relacidn con los coeli-
clenles:

33



x; = fi{x,)= .I'J'[ L ]-ﬂ[—l-—]z—lﬂ" (es diferente de cero).
a*

5 210% 1
Observamos que
L L L4 - .f ﬁ* - L .|. E‘
N oHxy =10 107 = 2100 =~y Xy =(=10)(-10° ,]"'*F'
Asi que las soluciones x| =-10" y x; = -10"" estin correctamente calculados. m

Ejemplo 1.21: Evaluar la funcion f(x)=+x'+1-x para x=1. Por ejemplo,
v =10", en una aritmética de punto flotante don B =10, ¢ =7 y redondeo.

Solucion: Primero calculamos f1(x* +1 }:_Jl":'{[llil’i ) 1 ]:ﬁ'[lﬂ” #1)=10", en
tonces.

r+(10°)= (Y107 -10° )= (107 -10° )=o0.

De nuevo la cancelacion numérica es por la resta, v se puede evitar apli-
cando la siguienie transformacion:

e VX ] +x I N t
/)= [ o ]1||.1' +1 +x qﬁ-bx - f{ﬂ-\lllx:-l-l +x

Se ha eliminado la resta en la dltima expresion. Evaluamos de nuevo,

es distinto de cero, v es el redondeo correcto del resultado exacto. m

Ejemplo 1.22: Matlab 5.3 que opera con precision doble, dibuja la grifica del
polinomio  p=x"=7x"+2Ix* =35x" +35x" =21x* #7x-1 sobre ¢l intervalo

(.988 < x <1.012. como s¢ muestra en la Figura 1.11,



x 10"

|
-4
0985 089 0595 1 1.005 1.01 1.015

Figura 1.11. Visualizacidn grifica de la accion del error por redondeo.

L.a grifica resultante no se parece nada a la de un polinomio. No estd liso.
Estdys viendo error por redondeo en accidn. El factor de escala en el eje v es pe-
queno, 107", Los valores pegueiios de v estin siendo calculados por sumas v dife-
rencias de nimeros grandes como -35x1.012", Existe una cancelacion substracti-
‘va severa. Si los valores de y son calculados por la expresién equivalente
v=(x-1)". entonces. resulta una grifica lisa (pero muy aplanada) como se mues-
traen la Figura 1.12.

4115"
5 /
] /
1
]
-1
2
o]
I
'Ifﬁﬂ-ﬁ 099 0995 1 1005 1.01 105

Figura 1.12. Grifica del polinomio y ={x-1)".



Otras observaciones

I. Rara vez se da una prueba para la igualdad entre nimeros punto flotante. Si en
¢l programa se empieza declarando que x v y son reales,

if x=y then ..

y los resultados son de un cdlculo primitivo, entonces la probabilidad de que la
expresion boleana sea verdadera es muy pequeiia. Se podria escribir la expre-
S10n COomy;

if abs(x —y) < eps then

donde eps puede ser ¢l épsilon de la médquina o algin épsilon constante.

2. A consecuencia de los errores en la aritmética de punto flotante, las leyes de la
aritmética usual no se cumplen en general. Por ejemplo, las leyes asociativas
para la adicion v la multiplicacion no se cumplen. Consideramos los nimeros:

a=9876x10", h=-9880x10" y c=3.456x10",
en el sistema flotante FI1(10,3, -9.9).
fla+b)=-4.000x10"', fith+c)=-9.87Tx10",
A( fa+b)+c)=-5440x10" = -5.440,
mientras que. M(a+ A(b+c))=-10 .. A Ma+by+e)= fila+ fith+e)).

1.10 ACUMULACION DE ERRORES

En esta seccion calcularemos la suma S, = Z-‘-'a de nimeros positivos, pa-

i=l
ra ver un ejemplo de acumulacion del error en las operaciones repetidas de punto
Motante. De acuerdo con el Teorema 1.2 de la Seccidn 1.9, es practico usar la
formula siguiente para la estimacion del error:

fita+b)=(a+b)(1 +¢). paraalgin |e|<p.

Si calculamos la suma en el orden natural {5 denota la suma parcial calculada),

enlonces _ _
Sl =I| }I’ ':_;J =ﬁ[l5‘|rl +-|r. ]1 i=2~3|-uin:



s¢ encuentra inmediatamente que: S, = I:ﬁ",_i +x, :{I +g, ). i=23...n
Lisando un argumento de induccion obtenemos: §, =%, + %, +..+%,_, +,. donde:

5=x(1+g, \1+c, ).[1+5, ).
to=x,(l+e, (1+g, )..(1+€_ ), en general,
fFo=x (14 J1+e, ). {1+, ). i=34,..n
Por ejemplo. §, =(§, +x, {1 +¢, J=x,(1+&, )J+x,(l+8, )=5% +%,. ¥
5 =|:,'f1 +.1'_,_}[I +8,)=x,(1+&, )1 +&,)+ x(1 +&, )1 +e,)+x,(1+8,)=5 +%, +5,.

Para obtener una estimacion del error que sea practico, necesitamos el si-
guiente lema cuya prueba es inmediata.

Lema: Sean g,.5,.....5, nimeros que satisfacen |, [<p, i=1.2...n. y supo-

nemos que np < 0.1, Entonees, existe un nimero &, tal que

(1+e N1+e,)-(1+e,)=1+8, v |5,|51.06mp.

De aqui se derivan dos tipos de resultados, que dan la estimacion del error
para la suma en aritmética de punto flotante.

Teorema 1.3: Andlisis progresivo. Si nu<0.1, entonces el error en la suma
calculada puede ser estimada como

5|

| But [+] %3] | Buca |-,

|5 =5.]s] ] | 8] ¢
donde, |3 |<(1.06)ipn. i=12,..n-1,

Demostracién: De acuerdo con el Lema anterior, tenemos que
So=x,(1+8,,)+x, (148, )+ x, (145, )+ +x,(1+85,),

donde cada & satisface la desigualdad que indica el teorema. Sustrayendo S, v
aplicando la desigualdad triangular se tiene el resultado. m

v



El anélisis de error progresivo o hacia adelante, es el tipo de andlisis de
error que hemos usado desde el comienzo del curso. Sin embargo, hay dificultades
al usar este metodo para analizar un algoritmo fundamental como la eliminacidn
(Gaussiana para la solucién de un sistema lineal de ecuaciones. En los afios
de 1950, J. H. Wilkinson fue el primero en hacer un andlisis de error correcto de
este algoritmo, usando el andlisis de error regresivo o hacia atrés.

En el analisis de error regresivo, uno muestra que la solucion aproximada
S que ha sido calculada para el problema P, es la solucidn exacta de un problema
perturbado 7 . Citamos la siguiente descripcitn del propésito del andlisis regresi-
vo, de un libro de algebra lineal numérica:

“El obferive del andlivis del error regresive consisie en hacer un inguietante alto, cuun-
dor uno fieme fa respuesia “exocla”. porgue no existe objeto bien definido en la mayoria de fas
vitweciones del mundo real. Lo que uno quiere es encontrar una respuesta gue sea la solucion
nutemitica verdudera de un problema que estd dentro del dominio de incertidumbre del pro-
hlema original. Cuclguier resultado que hoce esto debe ser aceplado comoe una respuesta del
problema, al menas con la filosofia del andlisis de error regresivo. ” (). R. Rice. Matrix Compu-
tations and Mathematical Software, MacGraw-Hill, New York, 1981 )

En ¢l ejemplo de la suma, se formula el siguiente resultado

Teorema 1.4: Andlisis regresive. Suponemos que nu <0.1. entonces tenemos
que

S, =X +%+.4% +X,

donde, f,=x,[l+ﬁ_,_, }.
g=x (1458, ) i=23..n

A==

|8, |<(1.06 )iu, i=L2..,n-1.

Aplicamos los dos teoremas anteriores (Teoremas 1.3 v 1.4), a la estima-
cion del error en la suma, podemos reacomodar de tal manera que

15, =85, | sl =05 [+ =) |, [+ (=2) | x, [ 4042 | x| #] 5, | 1060

inmediatamente vemos que para minimizar la cota del error, afladiremos
los términes en la sumatoria en orden creciente, puesto que los primeros términos
en la suma tienen multiplicadores grandes en la estimacion del error. Veamos ¢l
siguiente ejemplo:



Ejemplo 1.23: Sean los nimeros: x, =1.234x10", x, =3.453x10°,
x, =3.441x107, x, =4.667x107, y x,=9.876x10",

Si realizamos la suma en orden decreciente en el sistema de punto flotante
FI(10. 3. =9.9). con redondeo (redondeo superior), tendremos:

x +x,=(1.234+0,3453)x10' =1.5793%10' =1.579x10',

(x, +x, )+ x, =(1.579+ 0.003441)=10' = 1.582441x10' =1.582x10',

((x, + x, )+ x, )+ x, =(1.582+0.0004667)=10' =1.5824667x10" =1.582x10",

(((x, + 2, )+ %, )+ 2, )+ x, =(1.582 + 0.00009876)= 10' =1.58209876x10" =1.582x=10'.
Y si sumamos en orden creciente, tendremos:

X, +x, =(4.667+0,9876)x 107 = 5.6546x 107 =5.655x 107,

X, +(x, +2,)=(3.441 4+ 0.5655)= 10" = 4.0065x10"" = 4.006x107*,

x, +(x, +(x, +x,))=(3.453 + 0.04006)x 10° = 3.49306x10° =3.493x10°,

x, + (e, + (o, +(x, +x,)))=(1.234+0.3493) 10" =1.5833x10" =1.583x10',

El resultado correcto redondeado a seis decimales es S, =1.583306x10". Por lo

que la suma en orden creciente resulta mas exacta, pues primero s¢ acumulan los
numeros mds pequefios; mientras que la suma en orden decreciente al acumularse

las cantidades mas grandes, ya no contribuyen las cantidades pequefias y pierde
exactitud la suma acumulada. Similarmente, un error relativo grande aparece
cuando una serie que converge lentamente se suma en orden decreciente. m

Como conclusion presentamos el siguiente algoritmo para calcular la
suma de N nimeros positivos.

Entrada: N XX Xy
Salida: SUMA.

Paso |: Ordenamos los nimeros x,, x,,..., x,, de menor a mayor.



Paso 2:

Paso :
Paso 4:

Parai=1.2, ... N-1:
Pongamos = =x,;

Para j=i+l, ... N:

Si x, > x,. entonces intercambiamos
posiciones: x, =x, y Xx,=zI,

Sumamos ahora los nimeros ya ordenados de menor a mayor.

SUMA =0
Parai= 1, 2.... N;

SUMA =80UMA+ x,

Salida SUMA.
Alto.

Ejemplo 1.24: Calculamos la suma S = E Ll para varios valores de V.

Los resultados que se presentan para esta suma en la Tabla 1.9, se calcularon pro-
eramando en Matlab 5.3 ¢l algoritmo anterior. Los resultados son en precision

diml

doble.
N Decreciente Creciente
1000 7.48547086055034 T.48547086055034
10 000 9.7876060360443 5 9.78760603604439
30 000 10.88618499211993 10.886 18499211991
100 (00 12.09014612986334 12.090 14612986341
200 000 12.78329081042982 12.7832008 104296 |Ill

Tabla 1.9, Resultados de la suma § = E
wml ]

Note la diferencia entre los resultados en los ultimos digitos para N = 10000.

b I

= ¢n orden creciente v decreciente.




1.11 PROBLEMAS

Instrucciones: Lea con toda atencion cada uno de los problemas antes de empe-
zar a resolverlos.

De la Tabla 1.1 que se da para la poblacion de Tabasco. estime la poblacidn
de 1985 usando solamente los datos de 1980 y 1990,

Las ecuaciones paramétricas x = 3cos(r) y y = 2sen(r) con 0 << 2xn repre-
sentan una elipse. Dibuje la elipse y demuestre que su longitud total s estd

dada por la integral eliptica s = E" v 4+ 5sen’(1) dr. ;Podrias calcular el va-
lor de 57

La grafica de la ecuacion polar r = 2cos(20) se llama rosa de cuatro ramas o
de cuatro pétalos. Dibuje la rosa y demuestre que su longitud total s estd dada

por la integral eliptica s =16 LM Jd-lcus"[!ﬂ} a8 . ;Como se podria deter-

minar ¢l valor de 57

Desarrolle paso a paso el Ejemplo 1.3 sobre ;Cdémo medir la respuesta car-
diaca del corazdn?

Investigue las ecuaciones que representan el modelo matemdtico para prede-
cir la dinamica demografica de dos especies que compiten por la misma co-
mida. Consulte la Seccion 5.9 del libro de Burden, R.L. v Faires. J.D. (1986)
[4].

En el afio 1225, Leonardo de Pisa estudio la ecuacion  x’+2x* +10x-20=0 y
obtuvo la raiz x=1.368808107. Nadie sabe qué método utilizé Leonardo para
encontrar este valor, aunque fue un resultado notable en ese iempo. Dibuje la
grifica de la ecuacidn y observe que efectivamente tiene una raiz real simple
entre | y 2. ;Como le harias para verificar que el resultado de Leonardo es
correcto en todas sus cifras?

Otro método numérico para calcular la raiz cabica de 2 es

Escriba un algoritmo a partir de este método para estimar la raiz cibica de 2
con 4 decimales correctos. Obtenga dicha raiz aplicando su algoritmo. Inicie
cualquier otro valor para x,, realice de nuevo los célculos y observe el com-

portamiento del método.

4



10,

13.

14.

Investigue un algoritmo que calcula ¢l minimo de un conjunte de N nameros.
Investigue un algoritmo que calcula el mdximo de un conjunto de N numeros.

Investigue un algoritmo mas eficiente que el presentado en el paso | del algo-
ritmo de la Seccion 1.10, para ordenar los elementos de un conjunto de N

niimeros de menor a mavor.

. Programe los algoritmos investigados en los ejercicios 8. 9 v 10 en Matlab v

prucbelo con varios ejemplos,

Investigue el algoritmo de la “Criba de Eratdstenes™ que se usa para calcular
numeros primos < N. Programelo en Matlab para determinar todos los niime-
ros primos entre | v 10 000,

A partir de la *Criba de Eratostenes”, disefic un algoritmo que determine
cudndo un numero entero positivo N es primo. Programelo en Matlab v de-
termine el nimero primo mas grande que pueda.

Elabore un algoritmo para calcular el factorial de un niimero entero positivo,
programele en Matlab y Gselo para encontrar exactamente ¢l factorial del
mavor entero posible,

Elabore un algoritmo para la “division sintética™ que evalia un polinomio en
un punto dado. Programelo en Matlab y pruebe su programa con varios ejem-
plos.

;Cudles son los errores absolutos y relativos de la aproximacion familiar
3.1416 para n'?. Dar una cola adecuada para el error absoluto v relativo de la
aproximacion anterior,

l.os numeros son exactos hasta dos lugares decimales cuando su error no ex-
cede de 0.005. Las siguientes raices cuadradas se toman de una tabla. Redon-
dee cada una hasta dos lugares decimales y anote el error de redondeo. ;Co-
mo se comparan estos errores de redondeo con el maximo 0.0057?

n 11 12 13 14 |5 16 17 |& 19 20

Ju tres decimales | 3.317 | 3.464 | 3.606 | 3.742 | 3.873 | 4.000 | 4.123 | 4.243 1 4.359 | 4.472

J dos decimales | 332 | 3.46

Error de redonden | +.003 | = 004

18,

Determine el polinomio de Tayvlor de lercer grado para la funcion
fix)=ox+1 alrededor de x, =0. Uselo para aproximar 0.5 vy 1.5 .
se 5 digitos significativos en los cilculos. Explique donde se presentan los
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17

-

errores de aproximacion y de redondeo. Estime ¢l tamano del error en cada
caso.

a) Demuestre que la propagacion del error para la adicion y la resta
y=xtx, €8

Ay=Ax tAx, y |Ay|s|ax|+|Ax].

b) Demuestre la generalizacion de (a) para n de datos en la adicidn, es decir,
si

}':i:.. entonces ﬂ,v=i*'-'”: y [‘f‘f“|5i|m*|‘
I =l

b=l

Estime el tamafo de los errores absoluto y relativo en la aproximacion
y=x,—x;, 8i x, =10123455£05%10% y x, =10.123789+0.5x10. ;Cudn-

tos digitos significativos tiene la aproximacion 7

. Estime el valor de fia)=./a , para a=2.05+0.01. Sugerencia: aplique el

Teorema del Valor Medio.
Estime el valor de la distancia focal f de una lente usando la formula

I 1 1

f a b

donde a=32%1mm y b=4611 mm. Dar una estimacion para el error.

. Deduzca una formula de propagacion del error en el calculo de la longitud

]

I.:I-..,.Jrrf FX; F X

de un vector x = (x,.x;, ... %, ).
Estime la longitud del vector cuyas componentes estin dadas por:

x=-3752107, y=2413£3x10" y z=53412£2x10"".

Sea una funcidn f:€Qc R" = R* diferenciable sobre un conjunto abierto

convexo £ v suponemos que queremos calcular f(a*), donde el vector a* es
una aproximacion del vector a e Q. Aplique la formula general de propaga-
cion de error a cada componente de f para demostrar que A  =./ Aa, donde J
8/

&5 Una matriz sixn con entradas (J ), =%
o
4



23.

26.

27,

Algoritmo de conversion de un nimero decimal a representacion en base .

a) Parte entera: Divida la parte entera del nimero v cada cociente sucesivo
por [} hasta obtener un cociente cero. La sucesion de residuos, en orden
inverso, da la representacion en base [ de la parte entera del nimero.

b) Parte fraccionaria: Multiplique la parte fraccionaria del nimero y la parte
fraccionaria de cada producto sucesivo. por [}, hasta obtener una parte
fraccionaria cero o una parte fraccionaria duplicada. Entonces la sucesion
finita 0 la sucesion infinita periodica de partes enteras del producto da la
representacion en base [ de la parte fraccionaria del nimero.

MNote que cada residuo en (a) es menor que [ vy por lo tanto, es un digito en
base . v que cada parte entera en (b) también es menor que P v por lo tanto.
es un digito en base . Convierta cada uno de los nimeros decimales 684,
0.4704, 684.4704, 0.4703, 10.01 en bases 2, 3, 4, 5, 8,y 16.

Algoritmo de conversion de un nimero de base [ a representacion decimal.

a) Parte entera: Multiplique el digito que estd mds hacia a la izquierda por la
base [} y sume el siguiente digito de la derecha. Multiplique la suma por la
base B v simesela al siguiente digito. Repita ¢l proceso hasta que ¢l digito
que esta mas hacia la derecha sea sumado.

b) Parte fraccionaria: Multiplique el digito que estd mas hacia la derecha por
I/p v sume el siguiente digito de la izquierda. Multiplique la suma por 1/p
y sume el siguiente digito. Repita el proceso hasta que el digito que esti
mds hacia la izquierda sea sumado y la suma multiplicada por 1/p. El pro-
ducto final es el equivalente decimal que se quiere.

La parte (b) presupone que la parte fraccionaria del nimero en base [ ter-
mina. En (a) el proceso termina cuando el dltimo digito sea sumado, pero en
(b) el proceso termina cuando el dltimo digito sea sumado y la suma sea mul-
tiplicada por 1/B. Transforme en decimal los siguientes nimeros:
(2401.2314),, (17.632),. (21.3),, y (1011.1011),.

Sec ha sugerido que el siguiente mensaje se transmita al espacio exterior como
una sefial de que en el planeta hay vida inteligente. La idea es que cualquier
forma de vida inteligente en cualquier parte comprenda con seguridad su con-
tenido intelectual y con ello traduzca nuestra presencia inteligente aqui en la
Tierra. ; Cudl es el significado del siguiente mensaje?:

11.001001000011111101110



Sugerencia. transforme el nimero binario en nimero decimal y deduzca ¢l mensa-

le.

28,

30.

3l.

33,

34

35.

6.

Escriba un programa en Matlab para convertir nimeros decimales en binarios
vy viceversa, Pruebe su programa con varios ejemplos, en particular, ¢l mensa-
je del problema anterior.

Muestre que si u es correctamente redondeado a s digitos significativos, en-
tonces

|Qu] 1o
5 —_—
] *2°
donde P es la base del sistema numérico.

Demuestre que la cardinalidad del sistema flotante FI{p. s, L.U ) es
2(p-1)p'(LU-L+1)+1.

Verifique que el mayor nimero positivo que se puede representar en el siste-
ma IEEE Estandar FI(2.23,-126.127) es 1'“& -2} y que es aproxima-
damente igual a 3.4028235x10".

. Calcule el nimero positivo mas pequefio ¥ mas grande que se pueden repre-

sentar en el sistema [EEE de precision doble. En cada caso, caleule su equi-
valente decimal, Dibuje en la recta numérica los nimeros punto flotante del
formato [EEE de precision doble, es decir, intervalos de overflow negativo,
nimeros negativos, underflow negativo, underflow positivo, nimeros posili-
vos v overflow positivo.

Haga lo mismo como en el ejercicio anterior para el sistema IEEE de preci-
cidn extendida.

Calcule la unidad de redondeo v el épsilon del sistema flotante [EEL de pre-
cision doble y de precisidn extendida. Deduzca en cada caso. el nimero de
decimales que redondea correctamente en la fraccidn de un nimero dado.

Si es duefio o duefia de una calculadora y/o de una computadora, es bueno
que lo conozea mejor, para ello investigue la base B del sistema numérico con
que opera. su precision 1. los limites L y U de los exponentes. Verifique como
redondea ¢ investigue su unidad de redondeo vy su épsilon correspondiente.
Dibuje en la recta numérica los nameros punto flotante de su miquina. simi-
lar como lo realizado en los problemas anteriores.

Divida 128 entre 5040 paso a paso en un sistema flotante de precision 2 ¥
redondeo. Calcule ¢l tamafio de los errores absoluto y relativo que se come-
len.
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37.

38,

39.

e L1

Resuelva la ecuacion cuadritica x* +1000.01x-2.5245315=0 con la formula
general en una aritmética flotante con precisidn 8 y redondeo. Note que una
de sus raices pierde precision y resulta 2.52500000x107". Explique porqué
sucede esto. Calcule de nuevo dicha raiz eliminando la resta en la formula
general. v en el mismo sistema flotante para mejorar su precision. Debe resul-
tar 2.52449988 107 .

Resuelva la ecuacion x* +111.11x+1.2121 =0 como en ¢l problema anterior
¢n una aritmética flotante con precisron 8 y redondeo.

Es posible evaluar la funcion ¢ para cualquier valor de x, mediante la serie
de Taylor

: x* x x
¢'=l+x+—Ft—% %
2! N n!

+-..

pero cuando x<0, la suma anterior s¢ convierte en una serie altermante de tér-
minos positivos y negativos, lo que propicia en la computadora el efecto de la
cancelacion numérica.

a) ;e qué manera se podria evitar la cancelacidon sin usar mayor precision
en los calculos?

En una aritmética flotante de precision 2 y redondeo, calcule ¢ con los si-
guientes procedimientos:

b} Use los primeros 6 términos de la serie de Taylor respetando el orden de
los sumandos. ;Cudl es el error de aproximacion?.

¢) Use los primeros 6 términos de la serie de Taylor pero sume primero to-
dos los términos positivos, luego todos los negativos y finalmente reste.
:Cudl es el error de aproximacion para este caso?.

d) Evite la cancelacion aplicando la respuesta que dio en (a). Sugerencia: use
también los primeros 6 términos de una serie y ordene de menor a mayor.
Calcule ¢l error de aproximacion. Compare las respuestas de todos los in-
cisos.

" 2
La serie ) —lT converge a % . Realice ¢l siguiente experimento numérico

T
en la aproximacion del valor de la serie:
a) Aproxime el valor de la serie en orden decreciente en una aritmética flo-
lante con precision | y redondeo. (Cudntos términos contribuyen en la
suma? ;Cudl es ¢l error de aproximacion?



41.

43

b)

c)

d)

Aproxime ahora el valor de la serie en orden creciente en la misma arit-
mética flotante con precision | v redondeo. con los términos de la serie
que contribuyen en ¢l inciso (a). Repita los cdlculos con los primeros 5
iérminos de la serie, luego con los primeros 10 términos. [ Cudl ¢s ¢l error
de aproximacion en cada caso?

Calcule de nuevo el valor de la serie en orden decreciente en una aritméti-
ca llotante con precision 2 y redondeo. ;Cuantos (érminos contribuven
ahora en la suma? ;Cuil es el érror de aproximacion?

Ahora el valor de la serie en orden creciente en la misma anitmética flo-
tante con precision 2 y redondeo. con los términos de la serie que contri-
buyen en el inciso (a). Repita los cdlculos con los primeros 15 términos de
la serie. luego con los primeros 20 términos. ;Cudl es el error de aproxi-
macion en cada caso?

-

. | . . :
La serie E — converge a |. Aproxime ¢l valor de la serie como en el ¢jer-

a=l

cicio anterior. pero en los casos del orden creciente use solamente los Wérmi-
nos que contribuyen en los casos decrecientes.

. Suponemos que np <0.1 ¥ |g, | sp. i=1.2....n. Muestre que

I{!+E|](l+E:j...{i+Eﬂ”E 1+ 1.06mp.

Sugerencia: Use (1 +x)" <e™ v realice una expansion en series.

Sea S, =i.c,}-, . Muestre que |§, -5, | £i|(n—~i+2}.rhn;, |1.06. (Como en
=l (]

el Teorema 1.3).
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CAPITULO 11
INTERPOLACION

2.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Problema: Dado un conjunto de # + | puntos (x,. fi) (x2. i) oo (Kgere for) que
llamaremos datos, con la condicion de que x, = x, para i # j. encontrar una fun-

cion Ptalque Pix )= /. i=12....n+l.

P se llama funcion de interpolacion de los puntos (xy. /) (X2, f2), oo (X4
fr1). Hay varios tipos de funciones de interpolacién: polinomios, funciones racio-
nales. funciones trigonometricas. splines, ¢ic. En este curso se estudiaran las in-
terpolaciones por polinomios y splines cabicos. Cuando los datos corresponden a
una funcion complicada o desconocida f es decir, f, = f(x,). 1=isn+l.aP

se le llama funcion de interpolacion de fen dichos puntos.
Algunos usos importantes de la funcion de interpolacion son
I. Se usa para estimar el valor de f en puntos x de interés entre x,.x,.....x,,,.
2. Se usa para aproximar las derivadas de f: /7. /™. etc.. en puntos x de interds.
3. Se usa para aproximar la integral de / en intervalos [a. 5] entre x,.x,....x, .

2.2 INTERPOLACION POR POLINOMIOS

Teorema 2.1: Sean x,.x,...x,, puntos distintos. Para valores arbitrarios

fie fruee o, - €Xiste un Gnico polinomio P de grado < » tal que P(x )= f. para
toda i=1,2,...0n+1.

Demostracién: La prueba de la existencia del polinomio de interpolacion lo da-
remos de dos maneras diferentes, una conocida como la formula de Lagrange que
lo haremos en la Seccion 2.2.1, y la otra usando el método de induccion matema-
tica sobre . que lo presentaremos en la Seccion 2.2.3. Este dltimo da origen a la
llamada formula de Newton para ¢l polinomio de interpolacion.

Prueba de unicidad del polinomio P: Suponemos que hay dos polinomios dis-
tintos P y O que resuelven el problema. es decir. Pix,)= f, = (Nx,). para toda



i=12.....n+1. El polinomio R(x)=P(x)-(Xx) ticne grado <n v satisface que
R(x )=0.i=1.2....n+1. Por el Teorema Fundamental del Algebra. R(x) = 0 para
toda x. Asi. los polinomios Py @ son iguales. m

El error de aproximacion se estima en el siguiente teorema:

Teorema 2.2: Si f¢s una funcion con derivadas continuas hasta de orden n + |
en algin intervalo que contiene los puntos x,,x,.....x,,,, ¥ si P es el polinomio de

erado < n que interpola a / en dichos puntos. entonces el error de aproximacion
s¢ puede estimar comao

j'{:}-!"’{x}=Lﬂi1‘—x,}{x—11}r--{r-xu,,'_l. .......... (2.1)
(n+1)!
para toda x. vy para algun punto &, en el intervalo formado por los puntos

T .

Demostracion: Sca Gix)=(x—x, ) (x-x,)--(x=-x,,) ¥ E.(x)= f(x)= P(x).
Definimos H(r) = E.(x*)G(r) = E, (1)G(x*). para algin x* fijo.
Hix )= E (x*)G(x, )= E (x,)G{x*)=0, i=1L2,-- n+l, ¥
Hix*) = E, (x*)G(x*) = E (x*)G(x*) = 0.
Por lo tanto, f ¢s una funcion que tiene 7 + 2 ceros que son x,.x.....x,.,.x*. Co-
mao H también tiene derivadas continuas hasta de orden n + 1, entonces. H' tiene
n+ | ceros. H" tiene n ceros, asi sucesivamente, H'"" tiene un cero que lo de-
notamos por £ ... Pero,

H™ M) = E (x*)G"™N0) = E;™ () Gx*) = E (2* M + D)1= V(0 G(x*)
sustituyendo ¢ = £ . resulta

E (x*Wn+1)1= " )Gx*) = H™"(E . )=0.

por lo tanto,
e (Y

5 £y
) (n+1)

(% =x,)(x*=%.)(x*-x,,.). @

Observaciones y Comentarios

a) E (x)= f(x)- P(x) dado e¢n (2.1), €5 la funcidn error de truncamiento o de
aproximacion. v mide el error que se comete al considerar el polinomio P una
aproximacion de la funcion fen cada punto x.

k) El error de aproximacion en cada nodo x,,x,.....X,,, €S cero.



<) El factor (x*-x,)(x*-x,)---(x*-x_,,) depende de la eleccion de los nodos
X oXyea X, ¥ €8 minimizado en valor absoluto cuandoe x* estd proximo a to-
dos los x,'s; de hecho cuando x* es el promedio de los x's .

d) La observacion (¢) es importante, porque al aproximar el valor de f(x*) no ¢s
necesario usar todos los x,'s. sino Unicamente “aquellos puntos™ que estin
cerca de x*. v es posible que el error de aproximacion sea mas pequeiio.

¢) La eleccion de » (cantidad de nodos de interpolacion) es algunas veces mds
complicada. porque no sélo influye en el error de truncamiento sino también en
¢l error de redondeo. El andlisis del error de redondeo de los algoritmos que
calculan el polinomio de interpolacion no se hace en este libro. pero se puede
consultar por ¢jemplo. en Vandergrait (1983) [11]. Vandergraft recomicnda
tomar » pequedio. digamos 3 0 6 a lo mds. En caso de disponer de muchos da-
los. recomienda agruparlos, pero cuidando que no estén tan cercanos. digamos

[x‘—.tJ|ED.1 para i = j.

1) Las observaciones (¢} y (d) muestran que el error no disminuye necesariamente
al aumentar los nodos de interpolacion.

£) Si la derivada de orden o + 1 de /no es acotada. ¢l error de aproximacion pue-
de crecer indefinidamente. El ¢jemplo clisico que muestra este hecho ¢s la
funcion de Runge
I

1+25x°

[.o analizaremos con detalle en el Ejemplo 2.5,

. —l=x=1.

fi(x)=

h) Si fes desconocida, estimar " (x*) es otro problema mas complicado.

2.2.1 Foérmula de Lagrange

Presentaremos aqui la primera prueba de existencia del polinomio de inter-
polacion. Como en el Teorema 2.1, sean x.x....x_, puntos distintos v
i fyeenn £, valores arbitrarios. El objetivo es construir n+1 polinomios de grado
n:opy. pae.n p,,, de tal manera que p, tome el valor 1 en x, ¥ 0 en los demis

puntos: p, tome el valor 1 en x, v 0 en los demds puntos: v asi sucesivamente
hasta llegar a p_, que tome el valor | en x_, y 0 en los demis puntos, Con esto
¢s claro que ¢l polinomio:

P(x)= fip(x)+ fip:(X) # 2 % Lo P (XD | i (2.2)
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serd ¢l polinomio que interpola los puntos (x, fi), (X3, il ves (Xiots Sret): PUES €5
degrado sm.y P(x)=f para lsisn+l.m

lLa forma que tiene ¢l polinomio P(x) es conocido como la fdrmula de La-
grange. y los polinomios p,(x) se les llama polinomios de Lagrange. Los poli-

nomios p, son fciles de construir. pues por ejemplo;

(x=x:){x-x,)... (X=x.,)
(x '-';]H-rl -'I:l}'" rt'tl _‘r-ul} .

mix)=

En general.

il {.T—.'flH.I'-_T}j-.-l_'_p-_'r‘_iH,‘['—'.Ii”}"'(l"-.l'"“] L 1giga+l. (23)

(X, =x,Mrx, =Xy helx, =X M =2 )X, -x,)

Es importante notar que el polinomio dado por (2.2), no estd expresado en
la forma “estindar™ a x" +a, ,x"" +..+4a,. Se puede mostrar, ver Vandergrafi
(1983) [11]. que la cantidad de operaciones necesarias que se requiere para eva-
luar un polinomio dado en forma estindar en un punto x* es nd + nM (n adicio-
nes + n multiplicaciones). En la Seccion 2.2.2, veremos que desafortunadamenie
la ftwrmula (2.2). requiere considerablemente mds de estas operaciones. En la Sec-
cion 2.2.3. derivaremos la fdrmula de Newton que disminuird considerablemente
¢l ndmero de operaciones. que se requiere para evaluar el polinomio de interpola-
¢ion en puntos de interds. La razdn principal de introducir primero la formula de
Lagrange ¢s sobre todo por su simplicidad.

Ejemplo 2.1: Use la formula de Lagrange para calcular el pﬂlmumm que interpo-
la el siguiente conjunto de datos

x -] 0 | 2
S | -3 -2 | -l 6

Fn efecto: pix) = 'iﬁ;ﬁ;:;} =—~~é-{x‘ =3x" + 2x),
AN ="2
I.i":..tx'} = {I_I-(I]:Hx-ilif;] -] = II_{I. -:’_I: __r-I-IL
(x+ I} xKx-2) .
= | —— - —2 .
mlx) X1 3 (x -x x)



_ (e+lMxyx-1 1,
VeI g ~ %)

Sustituimos en la formula de Lagrange (2.2) y simplificamos para obtener

P(x)==3p(x)=2p,(x) - p,(x) +6p,(x) =x" =12,
Por lo tanto. P(x)=x'~2 es el polinomio de grado 3 que interpola los datos, m

Una visualizacion grifico de los datos v del polinomio de interpolacidn lo
podemos realizar en Matlab, con las siguientes instrucciones:

xd=(-1,0,1,2]:

fd=[-3,-2,~1,6];

¥ Evaluacién del polimonio de interpolacién.
x=[xd(1}-0.5:0.1:xd (end)+0.2] ;

pex.*3-2;

% Graficacién da los datos y al polimenio de interpolacién.
plot(xd,fd, "o ,x,pj; grid

La grafica que obtenemos se muestra en la Figura 2.1.

[

B

L=

&\

i i b b
™

Figura 2.1. Grifica del polinomio que interpola los datos del Ejemplo 2.1,



A continuacion presentamos un algoritmo para evaluar el polinomio de in-
terpolacion en puntos de interés, usando la formula de Lagrange. El algoritmo es
bastante Gtil para visuvalizar grificamente el polinomio de interpolacion, por lo
que se requiere programarlo en algun lenguaje de programacion. No se recomien-
da usar el algoritmo para realizar calculos manuales. es mejor recordar la [drmula
de Lagrange tal como es y usarlo cuando se requiera,

Algoritmo | para evaluar el polinomio P(x) usando la formula de Lagrange
en un punto de interés x*,

Entrada: xy. X3, oo Xt f1o 3 o Jout ¥ X%
Salida: x* y p* = P(x*)

l. p*=0
2. Para i= 1.2, ...n+ 1
21. p=1

22 Paraj=1.2...n+t]
2.2.1. Para j=i. p=plx* - x)/ (x; - x;)
23 pt=p*+fip
3. Alto,

Observamos que en ¢l paso 2, para { = 1, se comienza con p = |, En el paso
2.2. al iterar sobre j desde 1. 2 hasta n + 1. obléenemos:
Xt-xy x%-x, x%-x,,

p= ' .
.'l.’, "tl 'tl =X J'.I _""-.uﬂ

gue es ¢l primer polinomio de Lagrange evaluado en x*, es decir, es ¢l valor de
m(x*). En ¢l paso 2.3, p* toma ¢l valor de f,p,(x*), que s el primer sumando de

(2.2). Al aumentar ¢l valor de i a 2. se comienza de nuevo con p = 1. v s¢ ilera
otra vez sobre j desde 1. 2 hasta n + 1. El valor de p se actualiza como p,(x*) de

acuerdo con (2.3). v p* toma el valor de £, p, (x*)+ f,p.(x*) que son los primeros
dos sumandos de (2.2). Al agotar el valor de i por n + |, y agotar también los va-
lores de j. p* toma el valor de P(x*) de acuerdo con la formula (2.2).

Ejemplo 2.2: Dado el siguiente conjunto de datos:

x 300 =10 1.0 ] 20 | 25 | 3.0
¥ 10 152020 15[ 10




Estimar el valor de fen el punto x* = 0.3 usando la [Grmula de Lagrange.
en una aritmética flotante de precision 7 y redondeo.

Solucidon: De acuerdo con la idea de la observacion (d) del Teorema 2.2, es sufi-
ciente con elegir los puntos mds cercanos a x* para caleular el valor aproximado
de fix*). Sin embargo. no hay un criterio definido para saber cudntos puntos se
deben elegir exactamente, Se recomienda aproximar el valor de  f(x*} usando
polinomios de grado k. para k € n (donde n+1 es el ndmero total de datos), vy cle-
gir la aproximacion que mejor responda a la tendencia de los datos del problema,
Con esta idea vamos a aproximar tres posibles valores para f{x*).

a) Primero usaremos un polinomio de interpolacidn de primer grado. Basta elegir
dos puntos cuyas abscisas son los dos vecinos mas cercanos de x* gue son
(=10, L.3) vy (1.0, 2.0). Como ilustracidn, aplicaremos inicamente para esle ca-
so ¢l algoritmo | manualmente.

Entrada: x;==1.0.x;=10. fi= 1.5 /=20y x*=03
Salida: x* =0.3 v p* = H0.3)

. prt=0
2. i=|, 2.
i=1l.p=1 j=12
=2 p=1%(03-1.0)/(-1.0~1.0)=035
pr*=p*+ ip=0+1.5%0.35 =0.525
i=2, p=1l.j=L2
j=1l. p=1*(03+ 10)/(1.0+ 1.0)=0.65

p*=p* +fip=0.525 +2.0%0.65 = 1.825
3. Alto.

El resultado para este caso es f(0.3) = 1.825, v su visualizacion grifico se
muestra en la Figura 2.2,

b) Para usar un polinomio de interpolacion de segundo grado. se eligen tres pun-
los cuvas abscisas son los mds cercanos a x*. Ellos son (=1.0. 1.5). (1.0. 2.0) ¥
(2.0, 2.0). En este caso se obtiene como resultado f(0.3) = 1.9008333. La visua-
lizacion grifico se presenta en la Figura 2.3. con la ayuda de un programa
hecho en Matlab v basado en el Algoritmo 1.
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Figura 2.2, Interpolacion lincal para estimar f(0.3).

¢) Para usar un polinomio de interpolacion de tercer grado, se eligen cuatro pun-
tos cuvas abscisas son los mas cercanos a x*. Ellos son (=1.0, 1.5), (1.0, 2.0),
(2.0, 2.0) y (2.5, 1.5). En este caso, usaremos directamente los polinomios de
Lagrange dados en (2.3), para resolver el problema. Los datos son; x, = -1.0.
x3= 10,3220, x,=25, fi=1.5. =20, ;=20 =15 y x*=0.3.

P (0.3) = (0.3-1.0%0.3-2.040.3-2.5) = 0.12466667 .

(=1.0-1.0)-1.0-2.0§-1.0-2.5)

_(0.341.0)0.3-2.0§0.3-2.5)
(1.0+1.0X1.0-2.0X1.0-2.5)
={&3+|ﬂxu3-lﬂxn3-25}=_433ﬂﬁm?

(2.0+1.062.0=1.0X2.0=2.5) '

=1.6206667 .

7 (0.3)

p,(0.3)



(0.3+1.0)0.3-1.0)0.3=2) o
0.3) = ) - 0.58933333.
Pal (25+1.0025-1.0X25=2) B33

P(0.3) = L.5(0.12466667) + 2.0(1.6206667) + 2.0(=1.3346667) +
1.5(0.58933333) = 1.6430000.

Por lo tanto. el resultado para cste caso es f(0.3) = 1.643 . La visualizacion gralico
se presenta en la Figura 2.4,

Figura 2.3, Interpolacidn cuadratica para estimar (0.3).

Si los datos provienen de alguna funcion £, ;Cudl de los tres resultados obtenidos
p*=1.825, p*=1.9008333 ¢ P(0.3) = 1.643 serd mds exacto como aproximacion
de f(0.3)?2. Si no se dispone de mds informacion sobre tal funcidn /. es imposible
determinar cuil de estos tres valores es mas exacto como aproximacion de [
(13). m
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Figura 2.4. Interpalacion cabica para estimar f(0.3).

Todavia es posible calcular dos aproximaciones mds para fen x*, usando
un pelinomio de interpolacion de grado 4 con los altimoes cinco puntos de la wabla,
v por Gltimo usando el polinomio de interpolacion de grado 5 con todos los pun-
los de la tabla. Para calcular estas dos aproximaciones manualmente se recomien-
da proceder como en el inciso (¢). Trabajaremos de nuevo este caso en el Ejemplo
2.4 de la Seecidn 2.2.3,

2.2.2 Eficiencia del Algoritmo

La eliciencia de un algoritmo se define como la cantidad total de operacio-
nes aritméticas de punto flotante que tiene gue realizar para obtener un resultado.

Fn el caso del Aleoritno 1, las operaciones aritiméticas de punto flotante se
realizan ¢n el paso 2 para obtener g,




En el paso 2.2 requiere: # multiphicaciones. # divisiones v 2n substracciones.
Iin el paso 2.3 requiere: | multiplicacion y | adicion.
Como ¢l paso 2 se gjecuta n + | veces. resultan

(m+IN2n+)d+(n+1)n+ M +(n+1)nD,

donde A4 denota una adicion o una substraceion (una suma v una resta tardan en
realizarse aproximadamente ¢l mismo tiempo). M denota una multiplicacion, v D
una division. Simplificando la suma anterior. obtenemos la medida de eficiencia
para el Algoritmo 1:

(2n° +3n+ DA+ (" +2m+ WM +(n’ +m) D,

Param=3.resultan 28 A+ 16 M+ 12D,

La eficiencia computacional de un algoritmo, ¢s ¢l nempo total que tar-
da una computadora ¢n realizar todas las operaciones aritméticas de punto flotan-
te. para obtener un resultado. Como ejemplo, en la Tabla 2.1 citamos el tiempo

promedic en micro segundos (useg) {I pseg = 107" seg } que tardaban algunas
computadoras antiguas en realizar operaciones aritméticas de punto flotante,

A | M| D
Univac 1100/40 [0.76 1165 |5.3
Univac 1108 2.2 3.0 8.63
IBM 360/50 6.13 [20.75 [21.25
IBM 360/85 038 [1.36 |1.64
CDC 6600 04 (1.0 29

Tabla 2.1. Tiempo promedio én opéraciones aritméticas,

Por ejemplo. una [BM 360/85 se tardaria 28(0.38)+16(1.36)+12(1.64) =
52.08 useg o bien aproximadamente 5 cien milésimos de segundos, para hacer el
Ejemplo 2.2(¢) con el Algoritmo 1.

2.2.3 Fdérmula de Newton

Presentaremos ahora una scgunda prucba de la existencia del polinomio de
mterpolacion del Teorema 2.1. La prueba se hara usando el método de induccion



matemdtica sobre n. Para n = 1, se tienen solamente dos puntos (x, /i) ¥ (x3, f3),
¥ la recta que pasa entre ellos es de grado 0 6 1. y estd dado por;

P)=f+L=cay)

-:-: -'II

Por lo tanto es ¢l polinomio de grado < | gque los interpola.

Para fijar ideas en el paso de induccién de k-1 a &, suponemos que te-
nemos un tercer punto (x;. f1). Si este punto fuera colineal con los dos anteriores,
fi= i
£y =X
Si (x3. f3) no es colineal con los dos anteriores, entonces por los tres puntos debe
pasar una Unica parabola, es decir existe un polinomio de grado 2 que los interpo-
la. Como esta pardbola pasa por los puntos (xy, fj) ¥ (x. f3), entonces para cono-
cerlo basta con agregar un término cuadritico de la forma ¢ (x-x,)(x-x,) al
polinomio P(x). Denotaremos por Py(x)ala pu.nibnla.. asi que

-/

entonces la misma recta P(x) = f, + (x—-x,) interpolaria a los tres puntos,

Fx)=FRx)+clx=x,Mx~-x;) = ,f+
"':
donde ¢ es una constante que se puede c:alcular. pues Py(x3) = f;. Sustituyendo
resulta que

{x-I,}-r-c'[.r-xl}{x-x,}_

oy bl Py S 5

Xy =X,
{I; -.1'.]{.1’_1; "'-Ir}

Con estas ideas avanzamos com la prueba: Suponemos que para
n=k-=1. k>2, existe un polinomio P,_ (x) de grado <k -1 tal que /_(x,)=f.

vi=012 ..k Mostraremos que para n = k . existe un polinomio P (x) de grado
Ek I.-EI qut ﬂf-"r',]'_l':.q. "'.'-"i'=|.3u-.ﬁ'+|.

En efecto: Con las ideas analizadas anteriormente, definimos ¢l polinomio
Px)=F (x)+c(x-x ) x-x,)--(x-x) para algin pardmetro ¢ por determinar.
Este polinomio F(x) tiene grado =k . y por hipotesis de induccion, satisface
Pix)=f.i=12 .. k. Veamos que para algin valor adecuado del pardmetro ¢,
también satisface P,(x,, )= f,.,. Para ello observamos que

Fr. (x,.,l= 'ﬂ-l (x,,, )+eilx, '-'tl]':IJd "11}"'{It-| =X ).



Soa = Oalx,)
(Xg =X, )%, - X )X, - ) .

Porlotanto. Pix,, )=/, & ¢=

El denominador no se anula por ser puntos distintos, y es el valor del pa-
rametro ¢ que determina el polinomio P, (x) que se requiere. Con ¢sto termina

esta prueba de existencia. m

La construccion del polinomio P(x) que interpola el conjunto de datos (x).
Dk (X f3)e voee (%ye1e foer ) dado en la prueba anterior es conocida como la formula
de Newton. De dicha prueba observamos que P(x) es igual al polinomio £ (x)

que se obtiene inductivamente por
i} Flx)=¢,

i) P(x)=P_(x)+¢ (x=x, M x=x,)(x=-x). | 2ksn .. (2.4)

donde F_ (x) es el polinomio de grado < k-1 que interpola los puntos (x,. f; ). (x2.
Sade e Qg ). v las e, "5 son constantes que se pueden calcular como antes.

Asi que la [ormula de Newton para el polinomio P{x) que interpola los
puntos (X, i (622 coe (Xpe e foe1 ) €5td dado por

PUx) = P (x) = € ¢ (X=X )+ 0 (X =5 M=, )+ ok (2:3)

cx=-x, Mx=-x)(x=-x,)

De hecho el polinomio dado por (2.5) se le llama polinomio de Neweon,
Notemos que ¢, es el coeficiente del término x* en el polinomio P (x). que

Xy =X

y = £, = L= 1)
.I":—,f', L =I|r:l fl ‘f:_"—l{j. i

X, =X, (X, =X, )X, =X,)

=f,.cm=

v que en general, el parametro ¢, depende de los puntos (x,. /i) (x2 fa).
(Xy.1- fusr). Por lo tanto. si f proviene de alguna funcidn /. es decir. [ = f(x))
7i=12, .. .0+, entonces, ¢s natural introducir la notacion

<, =_.|"[:-:,.:n:,.,...x,_, h

Obtendremos una formula de recurrencia para calcular ¢, . mediante la siguiente
caracterizacion del polinomio P (x).
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Teorema 2.3: Pix)=P"/(x)+ rx- - [Fﬂ'[r}—ﬁ'ﬂ,’{xl}. ................ (2.6)

Ll M
donde F[(x) v P7/(x}) son polinomios de grado < k-1. El polinomio
P (x) interpola los puntos (xy. fi). (xa. ). .... (xi. 7). v el polinomio P''(x) in-
terpola los puntos (xa. i) (x5 50, oo (Xiar Sir )

Demostracion: ks claro que el polinomio F,(x) esde grado £ k. y
__T; [':T.!:(-ri }_ "T.I:{xi”' i+
i

L=l (=)= s

Px,)= Py, )+ =L
Xy,
2gi<k.

-'n[-l} F'".{\']-l-r {"le{xl} f}=

[

()= Pl )+ 22— —ta ” - 2 (fow=P(x))= 1o

Por lo tanto. P (x) es ¢l mismo polinomio de grado < &k que interpola a fen los
puntos (xp. fid (. A o (X1 fiar). @

Il cocliciente de x*' en ¢l polinomio P)(x) ¢s ¢, = f[x.x...ox ]y

el coeficiente de x'' en el polinomio P(x) es ¢, = f[:-::.xﬂ..... :4.:,,]. Por lo

¥ ¥ i ] I L
tanto, el coeficiente de x° ¢n el polinomio A (x) es — — Izc‘ e ]

s |
Comparando los cocficientes de x* en el polinomio P i +) representados por (2.4)
v (2.6) resulta;

= .'lrl["'l' A e Ay ]= 'y I——I (Jr[x:‘ Kywene Xy ]' -“.Irl‘ o LR %4 ] } [2?}

X,
La formula (2.7) ¢s una formula de recurrencia. conocida como diferencias
divididas de Newton. y hace posible calcular las constanies ¢,.¢,.....c, .
En efecto, tomando f[x )= f(x)=f. 1<i<n+1:y aplicando la férmula
(2.7) resultan:

A £59 i £

c.=_f'[.'r1... ~
X, =X, X, =X,




o, ':_.f.[I,.I:.I.I ]:."[L{:":" ]-—-f[_';'“x: ]

X, — X,

|- Flae®s -0l 5% ]

X, =X

C, = _.I'"[.:... Xy Xna Xy

Asi sucesivamente.

El arreglo que se muestra en la Figura 2.5, facilita los cdlculos de dichas
constantes.

x 4

= flx.x]
LR }f[x,. X, %, ]

= fxm) ~f[x.x.x.x,]
X }f[x_.* Xy X, ]

}f[-‘:hxq]

Figura 2.5. Esquema para calcular las diferencias divididas de Newton.

Ejemplo 2.3: Para el siguiente conjunto de datos

x -10 | 1.0 | 20 | 25
f 1.5 | 20 | 2.0 1.5

a) Determine las diferencias divididas de Newton ¢y. ¢, ¢3 ¥ ¢3.

h) Obtenga el polinomio que interpola los datos usando la formula del polino-
mio de Newton.

¢) Calcule el valor del polinomio de interpolacion en el punto x* = 0.3,



Solucién: a) Usaremos el arreglo de la Figura 2.5, para obtener las diferencias
divididas de Newton.

-1.0 L35

1.0 > : =1/12
>0

> -l/6
20 -2/3
>' -1 =

Asi que las diferencias divididas son: ¢, =1.5, ¢,=1/4. e, =-1/12 v o=
-1/6.

b) El polinomio que interpola los datos es de grado 3 y estd dado por

P(x) = -_j]'—-rl—[.ﬂ-l]-'ij{:-rl Hx—l]—%{xﬂ}[:—l}[x-—l]

Simplificando resulta: P(x) = —1—1_;{3.1:': -3x’ —-5.r—t3].

¢) Evaluamos ahora el polinomio en x* = 0.3
P(0.3) = --I-I;[HH.J}‘ =3(0.3)° =5(0.3) - IE]: 1.643

Por lo tanto. P(0.3) = 1.643. Este mismo resultado se obtuvo en el Ejemplo 2.2(¢)
con la formula de Lagrange, como debe de ser. m

Es mucho mejor disponer de un algoritmo para programar ¢l esquema de la
Figura 2.5. Puesto que un problema importante en andlisis numérico es la limita-
cion de memoria de la miquina, es recomendable no crear demasiadas variables
auxiliares en el proceso de calculo. El arreglo de la Figura 2.5, sugiere que es su-
ficiente con 3 variables aparte de los datos, es decir, n variables aparte de los n +
I parejas de datos. Por cuestiones téenicas se creardn n + | variables. El siguien-
te algoritmo estd basado en estas ideas.



Algoritmo 2 para determinar las diferencias divididas de Newton:
I N -

L

[La entrada consta de los datos x), x3, ..., Xpu1 y los valores f, fi, .... fou. La sali-
da son las diferencias divididas de Newton: d, = f[x,, xys0nx,], 12k Sn+1.

Noteque ¢, =d,,,, 0sksn]

Entrada: xy, X3, ..., Xasts Sis S20 <oes Sret-
Salida: 4, d, ..., dasr.

1. Para j=1,2,..n+1
Ll d=f
2. Para k=1,2,...n
2.1, Para j=n+1ln ., k+1
201 di=(d—da)/ (X - %)
3. Alto.

Observamos que en el paso |, se crean las variables de salida 4, ds, ..., d,..,
cuyos valores iniciales son las ordenadas f;, f, ..., fa.1 de los datos, pero al final
contendrdn las diferencias divididas de Newton. En el paso 2, para k = | se modi-
fican los valores de d,.,, d,, .., 43 tomando los valores de f[x,. x|,
_f'[:,,,,,.r, by oo JF [r,,:]] respectivamente. Estos son justamente las primeras
diferencias divididas que aparecen en la 3° columna, de “abajo hacia arriba™ en el
diagrama de la Figura 2.5. En este proceso, no se modifica ¢l valor de 4 que se
mantiene como f;. Para k = 2, se modifican los valores de d,.,, d., ..., s, tomando
los valores de f[x,_"x,, X l, Flx ok i X ], ws L%, %,,%, | respectivamen-
te. Estos son las segundas diferencias divididas de Newton, que aparecen en la 4*
columna de “abajo hacia amba” en el diagrama de la Figura 2.5, En este proceso,
no se modifican los valores de d) vy d3 que se mantiene como f; v [ [.t,., X, ] res-
pectivamente. Al continuar con ¢l proceso se mantienen los valores de d), d;, ds.

.., hasta llegar a k = n donde se modifica solamente el valor de d,.,, que toma el
valor de la dltima diferencia dividida f[x,, x,....x,.,].

Estamos interesados en evaluar el polinomio de Newton en puntos de inte-
rés, También evaluarla en varios puntos de interés para su visualizacion grifico.
Daremos un algoritmo que lo evalia en varios puntos de interés: wy, wy, ..., Wy
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Algoritmo 3 para evaluar el polinomio P(x) usando la formula de Newton en
m puntos de interés: wy, wy, ..., Wu.

[La entrada son los datos x,, x;. .... X,., la salida d,, d,, ..., d,,, del algoritmo 2 y
los puntos de interés wy, wy, ... Wy La salida son los puntos de interés w,, wa, ...,
wy ¥ los valores del polinomio en dichos puntos de interés: pwy = P(w,), pw; =
Plwi). ... pwa, = P(wy).]

Entrada: xy, x3, ..., Xpuy, d), dy, ooy dge gy Wiy Wy ooy Wy
Salida: wy. wy, ..., wa, pwy = P(w)), pw; = P(wy), ..., pw,, = P(w,).
1. Para j=1,2,...m
LI, pw,=d,.,
1.2. Para i=nn-1,..1
1L.2.1. pw, =pw; (w, - x;) + d,
2. Alto.

Observamos que para j=1, se calcula el valor del polinomio de interpola-
cion en wy. es decir, el valor de P(w,) que lo denotaremos por pw,. Comenzamos
en ¢l paso 1.1, asignando el valor de d,.; a pw,. En ¢l paso 1.2, iteramos sobre i
desde m, n — | hasta 1. Para i = n, pw, toma el valor de pw|(w| - x,;) + d},, que es
igual a d,. (w; - x,) + d,. Para i = n-1, pw, toma el valor de pw\(w| — x,_) + d_,
que es ahora igual a d,.(wy — x,) (w) — xp-y) + dp(w) = x,-y) + d,-i. Al llegar hasta
i=1, pw, tomara el valor de pw (w, — x,) + d,. que resulta ser igual a

dya(wy = 50wy = Xp0) o0 (g = x0) + dilwy = Xoct) oo (W =x0) + ..+ d),

que salvo el orden de los sumandos y de los factores, es exactamente ¢l polinomio
de Newton evaluado en w; como en (2.5), es decir, el dltimo valor que toma pw,
es justamente P{w,). Se repite ¢l proceso para obtener los valores de Piw,), ...,
Plw,,).

A continuacion presentamos el programa Polinewton.m hecho en Matlab
que integra los algoritmos 2 v 3. Es decir, calcula las diferencias divididas de
MNewton, presenta la visualizacion grifico del polinomio de interpolacion sobre el
intervalo [x,. x,.1], ¥ evalia el polinomio de interpolacion en m puntos de interés:
Wis 'Hr'z.. . T
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L

Programa Polinewton.m que grafica el polinomic de interpclacién de un
conjunto de datos.

clear; cle
format long

xd=input (*Dame las abscisas de los dates como [x1,x2,....,xa]: "};
"fd=input (*Dame las ordenadas de los datos como [f1,£2,...,£n]: "};
Helength (xd);

Calculo de las diferencias divididas dl, d2, ..., di.
dmfd;
for kwliH=1;
for jmi:=l:k+l;
dii)=(d(§)=d{i=1)}/{xd{j)-xd(-k)); end; end;

%
% Impresién de las diferencias divididas.
]

cl=d’
i .
% Evaluacién del polinomic de interpolacidén para su visualizacién
1 grafico. :
L]

wm[xd(1)=0.4:0.1:xd(end)+0.53];
i

for j=l:length(x);

plj)=d(N); .
for imN-1:-1:1;
plil=pii)*{x{j)-=d{i})+d(i); end:; end

]
% Evaluacién del polinomic de interpolacién en puntos de interés.
%

w=input {'Dame los puntos a interpelar como [wl,w2,...,wm]: "}
! .

for j=l:length(w);

pw (i) =d(N);
far f=mM-1:=1:1;
peiii=pwii) * (wi{j}=-nd{i))+d(i); end:; end

i
% Visualizacidén gréfico del polinemioc de interpolacién, los datos y
% los puntos de interés.
L]

Flﬂt [Kd; fdl "ok' P % Po .k-l v W FHF 'Ok ’ ;gl’iﬂ

FHUEB
%
% Impresisn de los resultados en los puntos de interés.
%
w-[HIiP“.-I
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Ejemplo 2.4: Consideramos el conjunto de datos del Ejemplo 2.2

X 30 | =101 10 1 20 1] 25 | 3.0
f | 1o | 1.5 | 20 2.0 1.5 1.0

Presentamos las graficas de los polinomios de grados 4 v 5 que interpolan
los datos anteriores. ¥ que se usaron para aproximar el valor de f(0.3). Los poli-
nomios de grados |, 2 v 3 se trabajaron en el Ejemplo 2.2 con la formula de La-
grange. En este ejemplo los polinomios de grado 4 v 5 se evaluaron con ¢l pro-
grama Polinewton.m. Los resultados se muestran en la Tabla 2.2 y en la Figura
2.6. Veremos ¢n la siguiente Seccion que la formula de Newton es mas eficiente
que la formula de Lagrange, por lo que su uso €5 mds comin en la prictica.

Los valores de los polinomios de interpolacion en x* = 0.3 lo resumimos
en la Tabla 2.2,

Grado del polinomio de interpolacién’ | 2 3 | 4 5
Valor del polinomio en x* = 0.3 | 1.825(1.90111.643)1.218]1.451

labla 2.2. Valores de los polinomios de interpolacidn de los datos del Ejemplo 2.4 en x*=0.3,

De las Figuras 2.2, 2.3, 2.4 v 2.6 se observa que los valores obtenidos por
los polinomios de grado | v 2 se ajustan mejor a la tendencia de los datos, mien-
tras que los valores obtenidos por los polinomios de grados 3. 4 v 5 se alejan de la
tendencia global de los datos. El polinomio de grado 4 tiene una oscilacion gran-
de v su valor es el que mas se aleja de la tendencia de los datos. De hecho los po-
linomios de alto grado tienden a ser mal condicionados, es decir. tienden a ser
altamente sensibles a los errores de redondeo. como se mostro en el Ejemplo 1.22
del Capitulo 1.

2.2.4 Comparacion de los Algoritmos

La diferencia entre las formulas de Lagrange v de Newton, radica en la
-antidad de operaciones aritméticas que requieren, para evaluar el polinomio de
interpolacion P(x) en puntos de interés. Para hacer una comparacién entre las dos
formulas. veamos las eficiencias de los Algoritmos 2 y 3. La eficiencia del Algo-
ritmo 2 que calcula las diferencias divididas de Newton, esta determinada en el
paso 2.



2. Para £=12 ... »
21. Para j=n+l.n .. k+|
211 dy=(d- dy) /(5= 50

as

1,451

1218

a5

Figura 2.6. Grifica de los polinomios de interpolacion de grados
4 y 5 de los datos del Ejemplo 2.4.
La cantidad de operaciones que realiza es

2
(24 +1D)(n+ (n=1) +...41)= (24 + D}-"':—";—ILU:’ rm A+ 20

0.

[a ¢liciencia del Algoritmo 3 que evalia la formula de Newton en un solo punto
x*, esta determinado por el paso 1.2 (es el caso, m = 1 y tomando w = wy = x%)



1.2. Para i=n.n-1....1
1.2.1. pw=pw(x* —x;) + d|

que realiza (24 + 1M )n = 2nd + nM  operaciones,

La eficiencia en la evaluacion de la formula de Newton es la suma de las
eficiencias de los Algoritmos 2 y 3. que resulta

b

"™ +n

(n* +3m) 4+ nM + D.

Recordemos que la eficiencia de la (6rmula de Lagrange es
(20 +3n+ A+ (" +2n+ 1 )M +(n’ +m) D.

Asi que podemos comparar los algoritmos que evalian el polinomio de in-
terpolacion P(x) usando la formula de Lagrange v la formula de Newton. Algunos
valores de la cantidad de operaciones aritméticas de punto flotanle que necesita
realizar cada formula, para evaluar P en un solo punto de interés x* se muestran
en la Tabla 2.3 siguiente

|

" n+l Farmula de Lagrange Formula de Newton

3 4 204A+16M+12D 1BA+3IM+6D

5 6 66 A+36 M+30D WA+5SM+150 |
1) I 230 A+ 121 M+ 110D 1304+ 10M+355D

Tabla 2.5, Comparaciin de las Formulas de Lagrange v Newton al evaluar en un punto x*.

l.a formula de Newton es mucho mas eficiente que la formula de Lagran-
ge. cuando se requiere evaluar en varios puntos de interés wy, wa. ... w,. pues.
para la formula de Newton se ejecuta el Algoritmo 2 solamente una vez. En este
Cas0 lenemaos:

I ficiencia de la formula de Lagrange;
m(2n* +3n+DAd+min’ +2n+ )M +m(n” +n) D

no+n

D.

Fliciencia de la formula de Newton: (n° +n+2mn) A+ mn M +

Alzunos valores comparativos se muestran en la Tabla 2.4



m I n+l Formula de Lagrange Formula de Newton

30 3 4 B840 A + 480 M+ 360 D 192 A+90M+6D
50 3 6 | 3300A+1800M+1500D | 530A+250M+ 15D
50 10 I [ 11550A4A+6050M+5500D | 11104 +500M+55D

Tabla 2.4. Comparacion de las formulas de Lagrange v Newton al evaluar en m puntos
de interéds.

2.2.5 Estim:m:iﬂn del Error de Truncamiento

Recordamos el enunciado del Teorema 2.2: Si fes una funcidén con deriva-
das continuas hasta de orden » + 1, en algin intervalo que contiene los puntos
X,.X,.....X, . ¥ si P es el polinomio de grado < n que interpola a fen dichos pun-

tos, entonces. la funcion de error de aproximacion estd dado por la tdrmula (2.1)

JSNE,)

E = f(x)-P(x)=
(x)= f(x)=-F(x) !

(x=x, x=X;)(x=-x_).
para toda x, y para algin punto 5, en el intervalo que contiene los puntos

. I AU e
‘s importante notar que hay dos formas de estimar el error de truncamien-
to en el Teorema 2.2. La primera es usando la funcion f v el polinomio £ cuando

ambos son conocidos, La segunda forma ¢s usando la derivada de orden n + | de f
cuando se conoce, v los datos del problema.

Veamos dos ejemplos.

Ejemplo 2.5: Con la funcion de Runge f(x)= -1 x <1, generamos

1+25x
la siguiente tabla

x -1.0 - 0.8 -06 | =04 | -0.2 0
f] 1.846=107 | 5.882x107 | 0.1000 | 0.2000 | 0.5000 | 1.000

Aplicando la formula de Newton con n =35 y para x*=-0.5, obtenemos
p=P-0.5)=0,13338

™



Por otro lado. el valor exactoes ™= f(-=0.5)= =0.13793.
fr=1 }1+:5{—n.5)’

a) Calculemos ¢l error de aproximacion de f * por p, usando la funcién de Runge
vy el polinomio P(x). En este caso

E(-035)= f(-0.53)=-P(-0.5)=0.13793 - 0.13338 = 0.00455 < 0.005,

lo que indica que hay dos lugares decimales correctos en la aproximacidn, sin
embargo es poca exactitud. En la Figura 2.7, se muestra la situacion geométri-
ca de la aproximacidn de la funcion de Runge por el polinomio de interpola-
cion de grado 5. Al ampliar una vecindad del punto (—0.5, 0.13338) se muestra
la poca exactitud al aproximar el valor de £(-0.5).

b) Estimamos ahora el error de truncamiento usando el Teorema 2.2, con la deri-
vada de orden 6 de la funcidn de Runge vy los datos de la tabla.

~3+5325x" —353125x" + 546875 "
(1+25x2)

F'(x) =3750000

Elegimos £ . =-0.5,
[*(=0.5) = —43443.345 es demasiado grande y es la causante de la poca exac-
titud en la aproximacion.
prod = (-0.5+1.0)(-0.5+0.8)(-0.5+06)(-0.5+0.4)(-0.5+0.2)(-0.5)
=-225x10",

s pequeiio. pero

E,(~0.5) = — 434:'3‘345 (-2.25%107)=0.01358 <0.05.

La estimacion es muy grande comparada con ¢l valor exacto del error obtenido
en ¢l inciso (a). Pronostica solamente un decimal correcto en la aproximacién,

el cual es incorrecto. m
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Figura 2.7. Grifica del polinomio de interpolacion de grado 5 con la funcidn de Runge.

Ejemplo 2.6: En e¢ste caso se trabaja con la funcidn f(x) = cosx, los calculos se
realizan con Matlab. Consideramos los datos:

x=[02:02:1.8]=[0.2,04,06.08.1.0,1.2,14.1.6.1.8]; n=8.

f = cos(x):
Al evaluar el polinomio P(x) de grado 8 que interpola el conjunto de datos.
en v* =0.9 con la formula de Newton da P(0.9) = 0.62 160996804456

El valor exacto en x* = 0.9 es cos(0.9) = 0.62 160996827066 .

a) | error de truncamiento calculado directamente es,
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E, (09)=cos(0.9)- P(0.9) = 2.2610x10™"" <5x107",
b) Estimamos ahora el error de truncamiento segin el Teorema 2.2,
(0.9) = —sen (0.9) = -0.783

prod = (0.9-0.2)(09-04)(0.9-0.6)(0.9-0.8)(0.9~1.0)(0.9-1.2)(0.9-1.4)

(0.9-1.6)(0.9-1.8)=-992x10",
For lo tanto,
E,(09)=

- .'!FEJ {_

o (-9.92x107)= (- 216410}~ 9.92x10"*)

=2.14x10"" <5x107".

¢) Otra forma de estimar ¢l error de truncamiento es acotando primero la derivada
de orden n + 1 de . En este caso,

] ,f'”""'{E_,I.:I| =I-x¢H[E_.,. }i s,y
| £,09) 5% |=9.92x107%| = 2.73x10™ <5x10°".

En cualesquiera de los tres casos se pronostican 9 lugares decimales co-
rrectos de £(0.9) como aproximacion del cos(0.9). Este resultado es muy bueno,
porque el Polinomio de Taylor que aproxima a cos(x) para | x|<1, que también
calcula 9 decimales correctamente redondeados del c0s(0.9) es el de grado 2 10, y

tiene por lo menos 2 grados mds que nuestro polinomio de interpolacion. m

2.3 SPLINE CUBICO

El objetivo es mostrar una técnica para resolver el problema de interpola-
vion planteado en la Seccion 2.1: Conocidos los valores f, = f(x,) de alguna

funcion "complicada” f(x) en » puntos distintos x, < x, <... < x_, determinar una
funcion simple s(x) tal que s(x,)= f, . parak=1,2, ... n

T4



Entre los diferentes tipos de interpolacion (polinomios, funciones raciona-
les. trigonométricas, polinomios por tramos, etc.), quizds los més populares debi-
do a sus propiedades son los polinomios cibicos por tramos y en especial los
splines cubicos (naturales). por las siguientes razones:

I. Son faciles de calcular v evaluar,

2. Son féciles de derivar y sus derivadas aproximan a las derivadas de f(x).

LIPN

. Son faciles de integrar v se usan pam1apmximn.r la integral de f(x).
4. Modelan con suavidad la tendencia de un conjunto de datos.

. Finalmente. uno de los méds importante desarrollos en Analisis Numérico du-
rante los Gltimos 30 afios, ha sido el uso de los Splines a través del Método de
Elemento Finito, para resolver ecuaciones diferenciales parciales.

b

2.3.1 Historia de los Splines

Tomado de NA. Dugest. V.98, # 26. 19 de Julio de 1998. Mail 1o na digest@na-net.oml.gov
Information about NA-NET: Mail to na helpiina-netorpl.gov
LURL for the World Wide Web: http:/'www.netlib.org/na-net/na_home. htm)

Hace dos semanas puse aqui una pregunta acerca de las conexiones entre ¢l
desarrollo de aproximaciones de splines y el disefio de cuerpos automotores, y
recibi cerca de 30 respuestas, todas ellas muy informativas. Dado que muchos de
ellos me pidieron que mostrara lo que habia aprendido, decidi escribir un breve
resumen ¥ subirlo al compendio. Esta es la razdn de estas notas.

Se acepta cominmente que la primera referencia matemdtica de los splines
es ¢l trabajo de Schoenberg [S], donde probablemente fue el primer lugar donde
el termino “spline” se usd en conexion con la aproximacion polinomial tenue por
piezas. Sin embargo. estas ideas tienen sus raices en las industrias de aviacion y
construccion de barcos. En el reenvio a [BBB], Robin Forrest describe el “locali-
zar”, una técnica en la industria britinica de aviacion usada durante la Segunda
Guerra Mundial. para construir plantillas para aviones, pasando tablones de ma-
dera delgadas a través de puntos en el suelo de un local de diseto grande. Las
plantillas ¢starian puestas en puntos discretos (llamados “patos™ por Forrest;
Schoenberg usa “perros” o “ratas”) v entre estos puntos asumiria formas de un
minimo de energia de tension. De acuerdo a Forrest, una motivacion posible para
un modelo matematico de este proceso fue la pérdida potencial de los componen-
tes del diseno criticos en toda una nave si el local fuera bombardeado por ¢l ene-
migo. Esto promovio ¢l “localizamiento conico”, el cual usaba secciones conicas
para modelar la posicion de la curva entre los “patos™. El “localizamiento cinico™
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lue reemplazado por lo que llamariamos splines a principios de los 60°s basados
en ¢l trabajo de J. C. Ferguson de Boeing y (tiempo después) por M. A. Sabin de
British Aircrafi. Lo que considero muy interesante es que Forrest dice que la pa-
labra “spline™ viene de un dialecto Anglicano del Este.

El uso de splines para modelar cuerpos automotores parece tener un sinfin
de comienzos independientes. El crédito lo piden a nombre de De Casteljau de
Citroen, Bezier de Renaull. and BirkhofT, Garabedian, y de Boor de General Mo-
trs (GM). todos ellos por sus trabajos realizados a finales de la década de 1950's
o principios de los afios de 1960's. Al menos uno de los trabajos de De Casteljau
fue publicado. pero no ampliamente, en 1959. La obra de De Boor de GM resulto
¢n un conjunto de escritos siendo publicados a principios de los 60's. incluyendo
algo del trabajo fundamental sobre los B-splines. El trabajo también fue hecho en
Prait y Whitney Aircraft, donde dos de los autores de [ANW] (el primer libro en
si acerca de splines) fueron contratados, v el Modelo Basin de David Taylor.
hecho por Feodor Theilheimer, El trabajo en GM esta perfectamente detallado en
¢l articulo [B] vy la retrospectiva [Y]. También se me indicé el articulo [BdB] por
mucha gente, pero nuestra biblioteca no tiene ese volumen, asi que no he podido
verlo por mi cuenta. Paul Davis resumid algo de este material en SIAM News en
1996: ver | D].

De nuevo, muchas gracias a todos los que me mandaron mensajes y suge-
rencias.
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2.3.2 Spline Cubico Natural

Sean a=x <x,<..<x =bh puntos dados ¥ f. f,..... f.. valores de una
funcion f(x) en dichos puntos. Un spline cibico natural que interpola a estos
datos es una funcion s(x), definido sobre el segmento [a, b]. con las propiedades
siguientes:

. s(x)=f,. k=L2...n
Il. s{x),s'(x) y s"(x) son continuas sobre el segmento [a, b].

[Il. s{x) es un polinomio cibico diferente sobre cada uno de los segmentos
["'l.' 1 "1"‘-.' al ]'
V. Si g(x) es cualquier otra funcion que satisface las propiedades (I) y (II), en-

tonces el spline cabico natural 5 es la funcion mas “suave”, en el sentido de
que satisface la desigualdad

r [s"(x)]? dx < r [g"x) ] de = 1(g) “Propiedad de norma minima™.

Precisamente debido a esta Gltima propiedad las funciones spline recibie-
ron tal nombre, va que durante mucho tiempo, para dibujar una curva suave que
pasara por un conjunto de puntos prefijados, los ingenieros utilizaban un instru-
menio llamado spline. Este instrumento mecénico estaba formado por una varilla
flexible de acero a la cual se le sujetaban ciertos pesos que hacian que la varilla se
flexionara y la curva resultante 5 pasara por los puntos. De este modo, el spline
mecinico 5 minimizaba la energia de tension, que aproximadamente es propor-
cional a /{g). De ahi que por analogia, la funcién que minimiza /(g) recibiera el

nombre de spline. Ver Figura 2.8,

La propiedad IV es mas dificil de formular, ¥ lo reemplazaremos por otra
mis simple. Para ello, observamos que cada polinomio cibico es de la forma

ax +bx' +ex+d

con 4 coeficientes libres en cada uno, y si ponemos:

s(x)=25,(x), x, €x<x,,, k=L2,..,n-1,

resultan n -1 polinomios cibicos. Por lo tanto, para determinar s(x) s¢ necesilan
calcular 4(n=1)=4n-4 coeficientes. Necesitamos igual nimero de condiciones



para resolver ¢l problema. Como cada polinomio interpola a la funcion f(x) en
los dos puntos extremos de cada segmento [x“ Xt ] de aqui resultan 2(n-1)

condiciones,

Figura 2.8. Spline mecinico.

Ademas »'(x) ¥ s"(x) deben ser continuas en los nodos x,.x,....x, . por lo que
s¢ cumplen las condiciones

g [x'_.}:x'“'l:_:h'] y &, [Ih:}:"'“l-.l[xlqr]- k=12,..0=2,

esto da 2(n-2) condiciones.

En total se tienen 2(n=1)+2(n=2)=4n-6 condiciones para determinar
4n—4 coelicientes. Se necesitan 2 condiciones mas, para que se pueda determinar
de manera dnica el spline. Podemos pedir

IV, s"(x)=0y s"(x,)=0, 6 V. s"(x)=/"(x) ¥y s"(x,)=[f"(x,).

La propiedad V" implica la propiedad de norma minima [V v lo usaremos
para determinar el spline s(x). Es mejor el uso del spline con condiciones dadas

en V. pues da una mejor aproximacion de f(x) cerca de x, y de x, (a menos que
fm(x)=0 cerca de x, y de x, ). Sin embargo, en la prictica es dificil conocer la
derivada de f(x).cuando f(x) misma es desconocida.

2.3.3 Calculo del Spline Cubico Natural

El spline s(x) es un polinomio cibico sobre [.'r,. r“,]. lo que implica que
s"(x) ¢s una linea recta sobre [:r,‘ x,_,]. Por lo tanto. s"(x) es la recta que pasa a
través de los puntos (x,. s"(x,)) ¥ (.., £°(x..,) ). v estd dada por



Py =(y) + L) =G, }[ x,). R X 1

‘-I ¥

Aplicando el Teorema Fundamental del Caleulo, al integrar s"(r) sobre ¢l
segmento [x,.x]. con x<x,,,, resulta

s'(x)=5"(x, )+ 5"(x, ]{.r-r‘}+EH[I“':'_E“{I']{::-J:,]!. srmnaias [29)

2{"'5*1 _Il}

Similarmente, integrando #'(1) sobre el segmento [.r‘ . .\‘.'] con x=£x, .. re-
sulli

"'"{xm }' 5“{-’-'1 }
ﬁ[xt-: =X :' {'I

Para conocer los valores del spline en cualquier punto x, se necesita cono-
cer los valores de las derivadas 5'(x,). s"(x,) ¥ s"(x,.,). Pongamos

=% ¥ i (2.10)

stx)=7f +5'(x M =x)+ @{I—L}: +

h,=x,, -x, parak=012..,n-1,
Vo= (x) Yy S =5"{x,),piak=L2...n

Sustituyendo x = x, , en la ecuacion (2.10), obtenemos

W
5" kel =¥ 4

fon=tivs, b +2 *Fr’
6h,

iy
de donde.

8 Ir;-ll .-rj“.""_l __"I;ﬁ ¥
s, = " 3 BT e e, (2.11)

La formula (2.11) calcula la primera derivada del spline ¢n los nodos x,

para | £k <n-1. En la ecuacion (2.9), reemplazamos primero k por k - | y luego

x por x, para obtener

5 =5
2hy.

I g i 1
¥,548,,78 &=l h.inl"' ht-|

de donde,

.‘-"‘ = ,1"I_|+-—{."-'ﬂ,| +.‘|"',_| ) h, T, {EIE}



Igualando las ecuaciones (2.11) y (2.12), y sustituyendo 5',_, con su equi-
valente en (2.11), tenemos

-'Fl ol -Iri. 5"1 5“:4 i = Siar flul 3-t 1
.ﬁ'* - 3 hl' - 6 'kt = f ﬁ‘f - 3 hl-l - 6 "Il-al "'E’ {3-1 +"'.-J—I] 'hl-l
de donde,

by y 8% +2 (“'4 a t+h }"r:‘t +hy 5% =d,.

d* =E[Ira| -.-lrl. _fi -th-l

] . k=2..n-1.
l‘I.l "Il-l

El sistema (2.13) ¢s un sistema lineal de n-2 ecuaciones con n-2 incog-
nilas:

1] m n
233 S 33 =y £

LB

con las condiciones adicionales: 5", =s5"(x,)=0 y s =s"(x )=0.

Si ponemos A como la matriz de coeficientes del sistema v los vectores 5 v
d como:

2k +h) Ok 0 0 |
hy 2(hy +hy) by o 0
A = 0 h, 2(h, +h,) - 0 ,
0 0 0 o 20, 4k, )
" [ ‘l’! ]
-"'h_: d!-
sm) 57, ¥ d=| d,
_'T"u—I | _“fn-l

¢l sistema (2.13) se puede escribir como



As = d LI AR R R R NN NESELRINES RN THET R TR T {2.!4'

L. matriz 4 del sistema (2.14) es tridiagonal y de diagonal dominante por
filas. por lo tanto. el sistema tiene exactamente una solucion. El algoritmo de eli-
minacion Gaussiana sin pivoteo, genera las siguientes formulas recurrentes:

a, =2(h +J'r1:|

I!‘ F AR EFEEAERAY Ei]ﬁ
a,=2(h_,+h)- bk =34,n-1. s
a,.,
b,=d,
h . (2.16
bo=d, - faad -l (2.10)

al =]

que nos permiten transformar el sistema tridiagonal (2.14) en un sistema triangu-
lar superior

a, hy 0 --- 0 0 A [ b, |
0 a, h, -~ 0 0 &, b
0 0 a 0 0 " b,
SRR ha O Rl I N T |
0 0 0 -a,, A, . b,
I 0 0 0 0 D jﬁ -y _'bir—l_

El sistema (2.17) se puede resolver en forma recurrente hacia atrds, me-
diante las formulas

2 b, "
V' oEs— .1."',=b'—j“—*"-: k=n-2n-3..2. ... (2.18)

v | ﬂi.

Observacidn: La formula recurrente (2.15) dnicamente depende de los pasos /i, .

A=1.2, .11,y es independiente de los valores f, de la funcion, Asi que esta

parte del cilculo se puede realizar independientemente de la funcion particular
Jue se esté aproximando.

I’s claro que una vez calculado los valores de ", . s", ... ", 5" . la

tormula (2.8) nos ayuda a calcular la segunda derivada +"(x) en cualguier punto x.
|.a pendiente de la recta dada en (2.8) es la tercera derivada del spline en cada



intervalo. La formula (2.11) nos ayuda a calcular las derivadas +', en los nodos.
la formula (2.9) calcula la primera derivada «'(x) en cualquier punto x. vy la (or-
mula (2.10) calcula el spline cibico s(x) en cualquier punto x. De hecho pode-
mos graficar las tres funciones s(x), s'(x) ¥ s"(x) simultineamente en un mismo
sistema de coordenadas.

Ejemplo 2.7: De nuestro familiar conjunto de datos

x | 301101 10 ] 20 | 25 | 30
f 10 | 15 | 20 | 20 | 1.5 | 1.0

a) Caleular ¢l valor de £(0.3) mediante un spline cibico.
b} Aproximar la primera. segunda y tercera derivada de fen x* = 0.3,
¢) Obtener explicitamente el spline que suaviza el conjunto de datos.

Solucidn: Primero calcularemos los valores de 5", , 5", ... 5",_, 4", , manual-
mente paso a paso.
Paso l: i, =x, , -x,. k=01.2,3.4,5 .. h=(2.0,20.1.0,0.50.5).

Paso 2: d, =ﬁ{-‘ﬁ*"f' i/ "'f*-'} k=23.4.5.

h, hy
20-1.5 1.5-1.0 20-20 20-15
d, = - a0, s _ T
: E'[ 2.0 2.0 ] . a ﬁ[ 1.0 20 ] "
ﬂ,J=ﬁ[l.5—2.ﬂ_2.ﬂ—2.l}}=_ﬁrﬂ. dﬁﬁ[l.u—t.i |.5—2.u}=ﬂ_
0.5 1.0 a 0.5 0.5

Por lo anto, o =(0.=1.5, =6.0,0).

Paso 3: CI sistema tridiagonal y de diagonal dominante por filas (2.14). de ecua-
ciones lineales que resulta en este caso es

Bs™, + 257, = 0
", o+ 68", o+ 5, -1.5
o+ B, o+ 05", = =60

055", + 2", = 0

Para resolver este sistema. lo transformamos en un sistema triangular superior,
trabajando con la matriz aumentada del sistema.



8 2 0- 0 0] 8 2 0 0 0 ]
2 6 0 -1.5 0 -22 -4 0 6
01 3 05: -60|"fo 1 3 05 : -60|”
0 0 05 2 0| [0 0 05 2 0 |
8 2 0 0 : 07 [8 2 0 o0 ¢ 0]
0 22 4 0 : -6 0 22 4 0 : =6

0 0 62 11 : -126] "o 0 6 11 i -126]
0 0 05 2 0 ) [0 0 0 237 % 126

Calculamos ahora los valores de 5", , 5", 5", ¥ 5", con la sustitucion hacia atras
dado en (2.18):

126 _ —1%6=11s-
¥'y= 5gy = 5:3166x10° :,-ﬂ.=._%i‘.s.=_g,|zaﬁ
= 2225 1 1393x10" =25 98482107

22
", =0 =0

Estamos listos para responder a cada uno de los incisos del Ejemplo 2.7.

a) Para calcular el valor de £(0.3), notamos que x*<[-1.0, 1.0] que es el segundo
intervalo determinado por los datos. Le corresponde k = 2, por lo tanto, de
(2.10) ¥ (2.11) tenemos:

f(0.3)=f,+5, (0.3 —-1'1]+l.!'"2 {0.3—1::}1 +lsﬂ‘_5 :
2 6 h

(0.3-x,)",

. 20-1.5 2.8482x107

1.1393x 10"
5= + — —
2.0 3

2.0

20=23101x10",

Sustituyendo valores tenemos
£(0.3)=1.5+2.3101%107" (1.3)-1.4241x107 (1.3)* +1.1868 %107 (1.3)’
= 1.8023,

de donde (0.3} =1.8023,



b) Aproximamos ahora f°(0.3), F°(0.3) ¥ f"(0.3).

oL L1
18,-5,

F(0.3) = ¢, 41", (0. .:r-.fl.'z}-l-— (0.3-x,)" =0.25415,

2

por lo tanto £(0.3) = 0.25415.

JH0.3) = a-“_‘+""—‘:ilm.3 - x,) =0.064086, por lotanto f"(0.3) = 0.064086 .

0 0.071206, por lo tasito £'(0.3) = 0.071206.

N
=

11(03) =

¢) Para obtener explicitamente el spline s(x), calculamos la primera derivada en
los demds nodos. En ¢l nodo k& = 2 va fue calculado. Para ello recordemos de
(2.11) que

o fra=he ¥ h“_i;;'h“ 1sk<5.

h, 3
i I.5—1.ﬂ_£2.n+2,34ﬂixlﬂ ; 2.0=2.5949x 10",
2.0 3 6
=l
h_,1=lﬂ—1.ﬂ'_l.13?3=-cll] T Eilﬁ-ﬁlu 311646 %10,
1.0 3 6
-
j,.=I-S-I.ﬂ+1.Izﬁﬁu_5_5.3]ﬁjxlﬂ 0.5= 680987 x10"' .
0.5 3 6
-l
~=1.1‘.:+—|.5ws.slu.%s:-:'n:n ﬁ,s-_ﬂ'-u,h-r.uaaﬁ.
' 0.5 i 6
Como: s (x)= ﬂ+-..l:x - X, ]'+—2—'|:x X, ] -1- l:.r ..".'*]' |sks35,

lenemos que:

5 (%) =1.042.5949x 107 (x+3.0)-2.3735x107" (x+3.0)",

5o(x) = 1.5+ 23101107 (x +1.0)-1.4241x107(x +1.0)" +1.1868x 107 (x +1.0)".
53(x) = 2.0+ 3.1646 10" (x =1.0)+5.6965 %107 (x =1.0)" = 3.7342x 107 (x - | 0)'.
5, (x)=2.0-6897x10" (x-2.0)-1.0633(x~2.0)" +8.8608x10™ (x-2.0)",
vo(x)=1.5-1.0886( x-2.5)+2.6582x10" (x=2.5)" =1.7722x10"' (x-2.5)".



Por lo tanto, ¢l spline cibico natural que suaviza nuestro conjunto de datos es:

Nx) v =-30=sxs-1.0
yi(x) si =10=5x51.0
s(x)=4x5,(x) s 1.0=<x<20
s (x) si  20=x<25
[¥(x) & 252x530

Con la ayuda de Matlab podemos dibujar la grifica del spline s(x), aunque
es un poco mas complicado. En la siguiente seccidn, daremos un programa en
Matlab que dibuje tanto la gréfica del spline, como la de su primera y segunda
derivada. m

En la Tabla 2.5 se resumen los valores obtenidos para £(0.3) del conjunto
de datos del Ejemplo 2.7. Presentamos los valores obtenidos por los polinomios
de interpolaciin de distintos grados y del spline cubico natural.

Polinomios de Interpolacién | Spline Cibico Natural
Grados del Polinomio

BERERNEEE

T —

[.825|1.901 I.ﬁ-‘I];l.ElE 1.451 1.8023

Fabla 2.5, Comparacion de resultados entre polinomios de interpolacion y spline cibico natural,

k| valor obtenido por el spline es casi igual al valor obtenido por el poli-
nomio de interpolacion de primer grado. Se manifiesta la suavidad del spline.

pues los polinomios de grado = 2 tienén oscilaciones grandes como se mostro en
la Figura 2.6.

2.3.4 Algoritmo Para el Calculo y Evaluacién del Spline Cibico

Presentaremos un algoritmo que calcula paso a paso las cantidades que se
necesitan para calcular los valores de 5", .57, .., 7, .5", . asi como la canti-

=]

dad de operaciones aritméticas de punto flotante que s¢ requieren, adiciones (A).
multiplicaciones (M) y divisiones (D). Después presentamos un programa en Ma-
tlab basado en este algoritmo. otro que ¢valia el spline s(x) ¥ su primera y se-



gunda derivada +'(x) ¥ #"(x) en puntos del intervalo [x,, x, ] para su visualizacién
grafico, y un programa que evalia s(x). s'(x) v s"(x) en puntos de inlerés
W, Wyao. W, . Finalmente un programa que integra los tres.

Algoritmo 4
Entrada de datos: a‘x[x,.x_,......r"] ¥ _r'=[ﬁ..i",+.____f~].

Salida: 57, . 5", o 87, .87

Cilculo de los pasos h,, k=12...n-1.

t- Pﬂl‘ﬂk=L2..mﬂ—I.
ol o - iR e e et e (n=1)A4.

Cilcule de los coeficientes a,.a,,....a, , del sistema triangular superior
(2.17).
S T 1T Y T R —— T I = 4 | *

J. Parak=3.4,...n-1.
1. a, =20k, +h }-% T P pE 2n=3)A+2n-3)M +(n-3)D.
Cilculo de las componentes d,.d,,...d__, del vector d del sistema tridiagonal

(2.14).
4, Parak=2.1..n.
Bl oy m i ee—— (n=1A+m=-1D.
i=|
.i'r Pill'ﬂktll----.ﬂ'la

5.1. o, =6lc,., -<,) ol ol 547 M (m=2)A+{n-2)M .

Cilculo de las componentes b,.b,.....5 , del vector b del sistema triangular
superior (2.17), de acuerdo con la formula (2.16).

6. b =d,
7. Parak=3.4.....n—-1.
10 b omd, -2 (n=3)A+(n- )M +(n-3)D.
L2



Cilculo de las incognitas (salida de resultados): s, 5", ..., s" _, del siste-
ma tridiagonal (2.14).
b

. n=1
Ea R m=l = B T e e ID
all-l

9. Parak=n~-2.n-3....2.
9 " b, - h, iy
d =21 1) ———— TV R R T T

oy

10. 5", =0, 5" =0.

Alto.

A continuacidn presentamos un programa en Matlab basado en el Algoritmo 4.

% Este programa se llama biprima.m y determina las segundas derivadas
% 8''(1), 8''(2),;...,8""(n) del spline cibico natural que interpola un
& conjunto de n datos sn el planc.
‘

format long =

n=length(x) ;
%
% CAleulo da los espaciamisntos h(k) con kel 2,...,.n-1.
L |

for kel:n-1;:

hik)=x(k+l)-x(k); end

%

% Cilculo de los cosficlentes de la matriz triangular superior.

af2)=2* (h{l)+h{2) )
for k=3:n-1;
a(k)=2%*(h(k-1)+h{k))-(hi{k-1)*2) /a(k-1) ; and

L
% Calculo del vector no homogéneo de la matriz tridiagonal,
¥
for k=2:n;
c(k)=(f{k)-£(k-1))/h(k-1); end
%
for k=2:n-1;
d(k)=6*(c(k+l)=c(k));: and
L]

% Cileulo del vector no homogénec de la matriz triangular superier.
b(2)=d(2) ;
for k=3:n-1;
bik)=d(k)-h(k-1)*b(k-1) fa{k-1); end

Solucién paza 8"'(1), #"'"(2),..., "' (n=1), 8" '(n).

abn(l)=0; sbn[n)=0;



gbn(n-1l)=b{n-1} /a{n-1} ;
for k=n-2:-1:2
abn(k)=(b(k)-h(k)*sbn(k+l)) fa(k); end

Presentamos ahora un programa en Matlab que evalia el spline s(x) v sus deriva-
das +'(x) v +"(x) en puntos del segmento [x,. x| para su visualizacion grifico.

Este programa se llama sgrafica.m y presenta la wvisualiracién
grafico de un spline cubice natural s(x), de su primera derivada

spix) y de su segunda derivada sb(x) en el intervalo [x{1l), =(n}].

L o o

els=,

ploti{x. £, "*"); grid:; % Aqgui se visvalizan los dates con "#°,
hold en; % Agqui se abre la ventana grafica.

Evaluacién del spline y sus derivadas en [x(k), x(k+1l)].

Ll

for k=l:n-1;
p=hi(k) /30; % Faso p para discretizar [x(k). =x{k+l)].
xx=x(k):p:ef(k+l)]: & xx es &l vector [x(k).x(k)+p,....x(k+l)].

Calcule dae la primera derivada 3° dal spline s en &l nodo
x(k), de

acuerdo con la férmula (2.11). Aqui a'(x(k))=spni{k] ¥ @5 un
ascalar.

g A o g

spn(k)=c(k+1)-sbn (k) *hik) f3-sbn(k+1)*hik)/6;

Caleuls de la tercera derivada s''" dal spline s sobre al
intervalo
[={k), =i{k+1)]. Agui s8°' ' ‘=atnik) vy es constante scbre al
intervale.

e e

stnik)={sbn(k+l) -sbn(k) ) /hik)

-

binl=xx-x(k) ; % Agui binl es el vector [0.p,....x(k+l)-%(k})].
binZ=binl.*binl: % Producto componaente por componente de binl.

Calculo de la primera derivada s' en todas las componentes
del vector xx. Aqui 3'mgp y¥ &3 un vector del mismo tamafo de xx.
El calculo se realiza de acuerdo con la formula (2.9).

L

sp=spn (k) +sbn (k) *binl+stn(k) *bin2/2;

Evaluacién del spline cubico s en las componentes del vector =x,
de acuerdo con la férmula {(2.10). =5 es del mismo temafio de xx.

o O g

s=f (k) +spn (k) *binl+sbn (k) *bin2/2+stn (k) * (binl.*bin2) /6;

Como la segunda derivada a'" (x) es una linea recta sobre el
intervalo [x(k), x(k+l)], son suficientes dos puntos para
graficarlo.

- g
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xb=[x(k) ,x(k+l)]; sb=[sbn(k), sbn(k+l)];

Visuvalizacidn gréfica del spline y sus derivadas en el intarvaleo
[(k), =x{k+1)]). Se dibujan las gréficas en diferentas coloras
Fara su mejor identificacidn.

L

plot(xx,s, 'r' xx,8p,'k' ,xb.sb,"'g")
and
hold off

¥ Agqui se cierra la ventana grafica y termina la visualizacion.

[l siguiente programa en Matlab evalda el spline s(x) y sus derivadas s'(x)
"{x) en puntos de interés w,, w,, ... w_.

o

Este programa se llama sevalua.m y evalia el spline a(x) y sua
derivadas 8'(x) ¥ 8'"(x) en puntos de interés.

Lo

cle; clear binl binZ s sp sb;
wsinput ('Dame &l vector de puntos da interds como [wl,w2,....wm]: ');
m=length (w) ;

:

n

Localizacitn de la componente w(j) en el intervalo [x(k),x(k+l)].

for j=li:m;
1 wijl<m(l)
binl=w(j)-x(1);
binZsbinl*2;
sb(j)=sbn(l)+stn(l) *binl;
sp({j)=spn(l) +sbn(l)*binl+stn (1) *bin2/2;
s(Jl=f{l)+apn(l) *binl+stn (1) *binl*bin2/6;

alseif wij)>xin);
binl=w(j)-x{n=1);
bin2=binl*2;
sb{j)=sbn(n=-1)+stn(n=-1)*binl:
sp(j)=spn(n-1)+sbn(n-1) *binl+atn(n-1)*bin2/2;
s(jl=£(n-1}+spn(n-1) *binl+sbn (n-1) *bin2/2+stn(n-1) *binl*binZ/6;

alaa for ksl:p-1:
A wij)r=x(k) & wij)<mx(k+l};
Binl=w(j)-x(k):
binZ=binl*2;
sb{j}=sbn(k)+stn{k) *binl;
sp(j)=spn (k) +sbn(k)*binl+stn (k) *bin2/2;
s(J)=£(k)+spn (k) *binl+sbn (k) *bin2/2+stn (k) *binl*bin2/6;
end; end; end; end



Finalmente integramos los tres programas anieriores en un programa principal.

% Ests programa as llama scubico.m y presanta &l caleculs da un spline
¥ egibico natural v auvs darivas, visualizacién grafics v la evaluacidn
% en puntos da interds.
L
cleaar;: cle
%
% Entrada da datos:
&
x=input|'Dame el vector de nodos como [x1,.x2,...,xn): '};
f=input('Dame los valores del vector de nodos como [f1,£2.....fn]: "):
&
¥ Céhlculo de s''(1), #''(2),...,8""(n) en los nodos x(1), %X(2),...,
¥ x(n).
&
biprima
L
% vVisualizacién grafica del spline a(x) ¥ sus derivadas s'(x) y 8"' (x)
" scbre el intervale ([x(1), x(n)].
L ]

sgrafica

Evaluacién del spline s(x) y sus derivadas s'(x) y s''(x) an puntos
da intecés.

L

sevalua

o

Salida da resultados.

Resultades=[w',s', sp’',sb')

Ejemplo 2.8: Usamos nuestro programa scubico.m para graficar el spline s(x)
que obtuvimos en el Ejemplo 2.7. Graficamos también sus derivadas s'(x) ¥

v"(x). Al ejecutar el programa scubico.m nos solicitara los datos y automdtica-

mente generari las gréficas pedidas. El resultado se presenta en la Figura 2.9, los
letreros se afadieron posteriormente. Se puede volver a evaluar ¢l spline y sus
derivadas en x* = 0.3.

2.3.5 Eficiencia y Error de Aproximacion

La eficiencia del algoritmo para n23 es la cantidad de trabajo (es decir,
operaciones aritméticas: adicion, multiplicacion y division) que se necesitan rea-
lizar para calcular las incognitas s",, con k=2,3,...n-1. Esta se obtiene al su-
mar todas las operaciones aritméticas que se realizan en el Algoritmo 4, y esta
dada por:



(Tr=15) 4+ (5n-13)M + (dn-9)D.
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Figura 2.9. Grafica del spline cibico que suaviza ¢l conjunio de datos del Ejemplo 2.7,

Para calcular s(x*), s'(x*) v s"(«*) una vez localizado x* en ¢l segmen-
to [ x,. x,., ] se necesitan
BA+8M +4D.

Como la medida de la eficiencia del algoritmo es lineal en n, por lo tanto,

a) n pequeiio implica substancialmente poca cantidad de trabajo para calcular
sx). Y

b) pequefas variaciones de # implica pequenas variaciones en la cantidad de
trabajo.

El error de aproximacion estd dada por el siguiente teorema, cuya prucba
esta en las referencias.

a1



Teorema 2.4; Si / tiene derivadas continuas hasta de orden 2 sobre [:r.b] v
M =mix | /"(x)]. entonces. para cualquier x* & [a.5):
Jix

if[x'll-sfr'];sghhu.

si los nodos son uniformemente espaciados por A. Si los nodos no son uniforme-
menle espaciados. pero 2h,, >h,, . con O<h, sh sh . k=L2..¢n-1.

enlonees

| Flx*)—s(x*)| < X h;h[y’—“-l] M.
B .

En general. el error de aproximacion puede ser tan pequefio como s¢ quiém
al aumentar ¢l nimero de nodos. y disminuir A . pero cuidando que

:.’ . a o L] L
e < g« 2. Fslas estimaciones muestran la exactitud de la aproximacion por

f1

spline.

Ejemplo 2.9: En la referencia [2] aparece en la pag. 59 ¢l conjunto de datos da-
dos en la Tabla 2.6, El objetivo es obtener una grafica suave que interpole los da-
tos (0. 2024). (1. 2031). (3, 2320). (5, 2063), (7. 1860), (9, 1937) ¥ (12, 2006) que
s¢ obtienen de dicha tabla, mediante un spline cabico.

MUESTRA 1= a(c/s)
ZEOLON: 900-H 2024
Mo-HI 2031
Mo-H3 2320
Mo-H3 2063
Mo-H7 1860
Mo-H9 1937
Mo-H12 2006

Tabla 2.6. Conjunto de datos de la referencia [2].



Solucion: Podemos aplicar el programa scubico.m a este conjunto de datos para
obtener un spline cibico natural que los suaviza. Come dnicamente nos interesa
¢l spline cdbico, hacemos una modificacion a sgrafica.m, en lugar de:

plot (xX,s, ', xx,sp."b',xb,sb,"g"]
CaCUIIMOSs oot T, o
Pespues ejecutamos ¢l programa scubico.m en Matlab con los siguientes datos
x=[0,1,3,53,7.,3,12];
f=(2024,2031,2320,2063,1860,1937,2006])

y enseguida obtenemos la grifica del spline cibico que suaviza los datos, como se
muestra en la Figura 2.10. Podemos obtener explicitamente el spline cabico, si
seleccionamos los resultados que se generan en el programa de la siguiente mane-

ra.
d=f(l:n=-1)7; c=spn(l:n=1}*; b=(1/2)*sbn(l:n=1):

a={1l/6)*stni{l:n-1); F=[d,c,b,a]

La matriz F contiene los coeficientes del spline cubico, en este caso cs la mairiz

2024 =31.410 0 38.410
2031 83.820 115.23 -42.445
2320 35.398 -139.44 28.747
2063 -177.41 33.037 2.4593
1860 =15.7351 47.793 =10.334
1937 51.417 -14.209 1.5787

En cada fila estian los coeficientes de los polinomios cubicos, asi que el spline
ciibico que suaviza los datos es:

(2024 -31.410x+ 38.410x"', . si 0xsl
2031+ 83.820(x—1)+115.23(x 1) —42.445(x-1)", silsxs3
|2320+35.398(x-3)-139.44(x-3)" +28.747(x-3)". si 3Sx<5
= 2063 =177.41(x=5)}+33.037(x=-5)" +2.4593(x-5)". 5i 55x=s7
1860=15.751(x=7)+47.793(x=7)" =10.334(x-T7) ", si 7sx<9
1937 +51.417(x-9)=-14.209(x=9)" +1.5787(x-9)". si 9v<12

v su grafica es la que tenemos en la Figura 2,10,
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Figura 2.10. Grifica del spline cibico natural calculado.

Conclusiones: En ¢l articulo de la referencia antes citado el autor no menciona
como obtiene su grafica. Con ¢l algoritmo que se discutio fue posible calcular
explicitamente los polinomios clibicos, los que trazan con una "buena” exactitud
dicha grafica. como se muestra en la grafica de la Figura 2.10.

Otra ventaja del algoritmo es que si nosotros tuviéramos la necesidad de
calcular el nimero de cuentas por segundo para Mo-H2, por ¢jemplo, solo hay
que cvaluar el nimero 2 en el polinomio correspondiente o evaluarla en puntos de

interés de acuerdo con el programa sevalua.m, en el primer caso se tenemos:

$2)=2031+83.820(2 - 1)+ 115.23(2=1)" -42.445(2-1)",
${2)=2031+83.820+115.23-42.445,

de donde, s(2) = 2187.6035, que s¢ redondea a 2188 cuentas por segundo para Mo-
Hlm



2.4 PROBLEMAS

Instrucciones: Lea con toda atencion cada uno de los problemas antes de empe-
zar a resolverlos.

1.

=

L)

A

0.

Simplifique ¢l polinomio de Lagrange que interpola cada uno de los siguien-
tes conjuntos de puntos. Grafique los puntos v ¢l polinomio.

a)(-2.3, 2.1), (0.5, -1.3) v (3.1, 4."'.-,'_!. b) (L, 2),(3,4),(5,3) v(9, 8).

Evalie el polinomio de Lagrange que interpola los datos (=1.0, 1.5), (1.0, 2.0)
v (2.0, 2.0) en x* = 0.3, con una aritmética [lotante p=10, r=7 y redondeo. Vea
el Ejemplo 2.2(b).

Programe el Algoritmo | ¢n Matlab o en lenguaje de su preferencia, v uselo
para aproximar las siguientes funciones ¢n los puntos que se especifican.

a) f(8.4) si £(8) = 16.63553, (8.1) = 17.61549, /(8.3) = 17.56492 y 1 (8.6) =
18.50515.

b) f(x) si f(3.0)=-424 f(3.1)=-3350 ¥y f(3.2)=-2.50.

Evalie el polinomio de Lagrange que interpola los datos (- 3.0, 1.0}, (-1.0,
1.5), (1.0, 2.0), (2.0, 2.0), (2.5. 1.5) y (3.0, 1.0) en x* = 0.3. Puede hacerlo
manualmente o usar su programa basado en ¢l Algoritmo 1. Compare su re-
sultado con los tres resultados obtenidos en el Ejemplo 2.2 v escriba sus con-
clusiones.

Use ¢l polinomio de Newton para aproximar / ((.5) mediante los siguientes
datos:

x (00 102 04 06 __]08
fix) I-UmﬂﬂII.HMﬂ'I.-I‘HHI_TI.RIZIE 2.22554

lse de nuevo ¢l polinomio de Newton para aproximar /((0.3) usando polino-
mios de grados 4 v 5, que interpolan los datos:

x -3u|_|u 1.0/2.0]2.5
fix)|1.0 | 15 [2.0]{2.0]1.3

3.0
| 1.0

Compare los resultados con los que s¢ muestran en la Tabla 2.2 del Ejemplo
24

35



7.

10

Use ¢l programa Polinewton.m para aproximar las siguientes funciones ¢n los

puntos especificados. Debe obtener los mismos resultados del Problema 3

oPor qué?.

a) f(B.4)si/(8)= 1663553, /(8.1)=17.61549, /(8.3)=17.56492 v f(8.6) =
18.50515.

b} ri(n) si f(3.0)=-4.24,7(3.1})==3.50 y f(3.2) ==2.50.

S1 los datos se oblicnen de una. funcion f. modifique el programa Polinew-
ton.m para que grafique la funcion f y el polinomio de interpolacién.

Con ¢l objetivo de comparar una funcion ¥y su polinomio de interpolacion,
aplique su programa modificado del problema anterior para que grafique los
datos. ¢l polinomio de interpolacion vy la funcion donde se obtienen dichos da-
10s ¢n un mismo sistema de coordenadas, para cada uno de los siguientes ca-
S05:

a) fix)=e¢* cosdr.con x, =0.x, =03 y x, =0.6.

b) fix)=sen(inx).con x, =20.x, =24 y x, =26,

¢) flx)=Inx.con x, =1.0.x, =1L x, =13y x, =14,

d) fix)=cosx+senx.con x, =0, x, =025 x, =05 y x, =1.0.

Calcule una cota para la funcion del error de aproximacion E, (x) que se co-
mete al tomar el polinomio de interpolacién P(x). como una aproximacion de
la funcién f(x) sobre el intervalo [x,. x,,|. para cada una de las funciones del
problema anterior. Sugerencia: este problema es facil si usa los resultados del
problema anterior.

Dibuje las graficas de los polinomios de interpolacion P (x) de grados < # de
la funcion de Runge, juntos con la funcion de Runge, con los datos obtenidos
por los puatos equidistantes:

=
X, = -l+(i=-1)—, i=L2, .. .n+l,
"
para n = 4. &y 12. Las 4 graficas se deben dibujar en un mismo sistema de

coordenadas. Escriba sus conclusiones.

. Dibuje la grifica del polinomio que interpola a f(x) = cosx de acuerdo con

los datos del Ejemplo 2.6 sobre el intervalo [0. 2], junto con la grifica de
fix). Compare las graficas v escriba sus conclusiones.



13. La siguiente tabla se obtiene de la funcion de error normal  wx) = E‘l%}';; 3

x| 1.00 | 1.20 | 1.40 | 160 | 1.80 | 2.00
v 0.2420{0.194210.1497 [0.1109 ] 0.0790 | 0.0540

Calcule ¢l valor del polinomio de interpolacion en x*=1.50. Estime ¢l error
de aproximacion en dos formas diferentes como en los Ejemplos 2.5 y 2.6, ¢
interprete los resultados. Dibuje la grifica del polinomio de interpolacion vy la
de la funcion de error normal en un mismo sistema de coordenadas.

I14. La poblacion del estado de Tabasco entre 1900 y 1995 segun datos de la
INEGI. se muestra en la siguiente tabla:

Afio 1940 1950 1960 1970 1980 1990 1995

Poblacion | 285 630 (362 716|496 340|768 327110629611 501 7441 748 664

a) Investigue cn la INEGI la poblacidn del estado de Tabasco en los afios 1955,
1975, 1985 y 2000.

b) Use polinomios de interpolacion de grados 1, 2, 3, 4, 5 v 6 para estimar la
poblacion en el afio 19735, ;Cual de ellos se parece mas al dato de la INE-
Gl?. Vea el Ejemplo 1.1 del Capitulo 1. Escoja los puntos base adecuada-
mente para obtener mayor exactitud en cada polinomio.

'c) Use polinomios de interpolacion de grados 1, 2 y 3 para predecir la pobla-
cion del afo 2000. ;Cuil de ellos se parece mas al dato de la INEGI?.

15, Se sospecha que grandes cantidades de tanino en las hojas de robles maduros.
inhibe el crecimiento de la polilla de invierno (Operophteca bromata L.,
Geometridae) larva que dana extremadamente estos arboles en ciertos afos.
La siguiente tabla muesira el peso promedio de dos muestras de larvas en los
primeros 28 dias de haber nacido. La primera muestra fue tomada de las hojas
jovenes de un roble, mientras que la segunda muestra fue tomada de las hojas

maduras del mismo arbol.

[Dia 0 6 10 J 13 17 20 28
Mucsira |. peso promedio {JIIE,I 6.67 17.33 4"’ 67137.33130.10{29.31 |28.74
7 15.

Muestra 2. peso promedio (mg) [6.67]16.11]18.8915.00/10.56/9.44 |8.89

a) Use interpolacion polinomial para aproximar la curva del peso promedio
para cada muestra.

aT




b) Encuentre una aproximacion al valor maximo del peso promedio de cada
muestra determinando el maximo del polinomio de interpolacion.

16. El volumen especifico v de un vapor sobrecalentado es enlistado en tablas de
vapor para diferentes temperaturas. Por ejemplo, a una presién de 2 950
Ib/ pulg® ahsolutas:

T.°F| 700 | 720 | 740 | 760 | 780 |
v_10.10580.1280]0.1462[0.1603 | 0.1703 |

Determine v para T= 750 °F.

17. Usted mide la caida de voltaje } a través de una resistencia para un nimero de
diferentes valores de corriente i. Los resultados son

1i]025]0.75]1.25] 1.5 [2.0}
| ¥]-0.45|-0.60/0.70|1.88[6.0|

Use interpolacion polinomial para estimar la caida de voltaje para i = 1.1. In-
terprete sus resultados,

18. La ley de Ohm establece que la caida de voltaje V' a través de un resistor ideal
¢s lincalmente proporcional a la cormiente § que fluye a través del resistor ¢co-
mo V=iR, donde R es la resistencia. S5in embargo, resistencias reales pﬂdna.n
no siempre -r:umphr la ley de Ohm. Suponga que usted realiza varios experi-
mentos muy precisos para medir la caida de voltaje y la corriente correspon-
diente para cada resistencia. Los resultados, como se enlistan en la tabla, su-
gieren una relacion curvilinea mas que una linea recta representada por la fey

de Ohm.

i|-1.00]-0.50] -0.25 | 0.25 |0.50{1.00
V1-193 | —41 |-13.5625|13.5625| 41 | 193

Para cuantificar esta relacion, se debe ajustar una curva a los datos. Debido al
error de medicion. el método preferido para el ajuste de la curva podria ser el
de regresion para el andlisis de tales datos experimentales. Sin embargo. la
suavidad de esta relacion. asi como la precision de los métodos experimenta-
les. sugieren que la interpolacion podria ser la apropiada. Use una interpola-
cion polinomial de quinto grado para ajustar los datos y calcule V para i =
0.10.



19. La aceleracién debido a la gravedad a una altitud y por arriba de la superficie
de la tierra estd dada por

y. m 0 (2000040 000 {60 000 | 80 000
g, m/s’ |9.8100]9.7487|9.6879 |9.6278 | 9.5682

Calcule g para y = 55 000 m.

20. Capture los programas del Algoritmo 4 hechos en Matlab, y dselos para obte-
ner las graficas del spline cibico de los Ejemplos 2.8 y 2.9, Use dichos pro-
gramas para resolver los problemas que siguen.

21. Dibuje las grificas de los splines cibicos naturales que suavizan la funcion de
Runge, juntos con la funcién de Runge, con los datos obtenidos por los puntos
equidistantes:

r, ==l (=12, i=L 2.+,
"

para n = 4, 8 y 12. Las 4 grificas se deben dibujar en un mismo sistema de
coordenadas. Compare sus grificas con las grificas del problema 12 v escri-
ba sus conclusiones.

22. Consideramos nuevamente los datos de la poblacidn de Tabasco del problema
14. Use spline cibico natural para:

a) Estimar la poblacién en el afio 1975. Compare su resultado con lo obtenido
en el problema 14.

b) Estimar la poblacion en los afios 1955 y 1985. Compare sus resultados con
lo investigado en el problema 14.

c) Pronostique la poblacion del afio 2000. Compare su resultado con lo obteni-
do en el problema 14.

23. Consideramos los datos dados en el problema 15.

a) Use spline cabico natural para suavizar la curva del peso promedio para
cada muestra.

b) Encuentre una aproximacion al valor miximo del peso promedio de cada
muestra determinando el miximo del spline cibico correspondiente.

¢) Compare sus resultados con los resultados obtenidos en el problema 15.

24. La distancia requerida para detener un automdvil es una funcidn de su veloci-
dad. Los siguientes datos experimentales fueron colectados para cuantificar

esta relacion:



| ]
L

Velocidad. mi‘h 15120125]30[40]50] 60
Distancia de frenados. pies|{16]20(34}40(60]90]120

Istime la distancia de frenado para un carro que circula a 43 mi‘h,

a) usando primero interpolacion polinomial

b) usando un spline clibico natural,

¢) ;Cudl de los dos resultados es mas exacto?. Justifique su respuesta.

Un problema de ingenieria ambiental: Los lagos en la zona templada pueden

dividirse en estratos térmicos durante el verano. Cerca de la superficic. ¢l
agua es tibin v liviana. v ¢n el fondo es mas fria v densa. Tal cstratificacion
divide efectivamente ¢l lago de manera vertical en dos capas: el epilinmio ¥ ¢l
hipolimnio separados por un plano conocido como el thermocline. La estrati-
ficacion térmica tiene gran importancia para los ingenieros ambientales que
estudian la contaminacion de tales sistemas, En particular, la thermocline
disminuye en pran medida el mezclado entre las dos capas. Como resultado.
la descomposicion de materia organica puede acarrear reduccion de oxigeno
en el fondo aislado de las aguas. La ubicacion de la thermocline se puede de-
finir como ¢l punto de inflexidn de la curva temperatura-profundidad: es de-
cir. ¢l punto en ¢l cual 2 r = 0. Es también ¢l punto ¢n ¢l cual el valor abso-

[ =
luto de la primera derivada o gradiente ¢s un miaximo. Use spline cubico para
determinar la profundidad de la thermocline para ¢l lago Platte, v ¢l valor del
gradiente en la thermocline. Los datos de la temperatura contra la profundidad
durante ¢l verano para el lago Platte en Michigan estd dado en la siguiente ta-
bla:

zm | 0 |23[49]9113.7[183122.9]27.2
T.5C|288(28.8|22.8|206(13.9]1L.7)11.1111L.1

. Un reactor estd térmicamente estratificado con los valores de la siguiente ta-
bla:
Profundidadz.m | 0 ]0.5]1.0/1.5]20[25]3.0
Temperawra 7, °C |70 68 [ 55122 [ 1311 {10

Se puede idealizar el tanque del reactor como dos zonas separadas por un tuer-
te eradiente de temperatura o thermocline. La profundidad de este gradiente se
puede definir como el punto de inflexion dz la curva temperatura-profundidad:
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es decir. el punto para el cual %_3: = (1. A esta profundidad. el flujo de calor de

la superficie al fondo de la capa se puede calcular con la lev de Fourier,

dT g ooy . 3
J == === Use spline cabico para el ajuste de estos dates con ¢l fin de detee-
minar la profundidad de la thermocline. Si k = 0.01 cal / caleule ¢l

Asem.=0) "
ujo a través de esta interface.

27. El estuerzo cortante, en kips por pié cuadrado (kpc) de nueve muestras tom:i-
das a distintas profundidades en un estrato de arcilla son:

Profundidad 2, m|1.9[3.1[4.2|5.1|58[6.9|8.1(9.3]|10.0
Estuerzo, kpe 03106[(04[0910.7]1.1|1.5(1.3] 1.6

Estime el estuerzo cortante a una profundided de 4.5 m.

28. Se¢ realiza un experimento para determinar el porcentaje de alargamiento de
un material conductor eléctrico como una funcion de la temperatura. Los da-
Lo ['I!Sltlliq',tllh!:i =000,

Temperatura, °C 2000250 (3003751425 |475]1525|600
Porcentaje de alargamiento| 11 [ 13 | I3 [ 15[ 171192023

Prediga el porcentaje de alargamiento para una temperatura de 400 °C.

29, Las lunciones de Bessel surgen con frecuencia en analisis avanzado de inge-
nieria. como en el estudio de los campos eléctricos por ejemplo. Esas funcio-
nes son usualmente no sujetas a una evaluacion directa y. por tanto. a menudo
se¢ compilan en tablas matemdticas estindar. Por ejemplo

X 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6
S0y 103400 (0.2239]0.1104 | 0.0025 | 0.0968

Estime J,(2.1).

a) Mediante una interpolacion polinomial, y

b) Usando spline chbico natural.

¢) El valor real es 0.1666. ;Cudil es ¢l error de aproximacion en los incisos
anieriores”?
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ALFABETO GRIEGO

Maydsculs | Mindscula | Nombre | Abecedario
equivalente
A a Alfa a
B B Beta b
T ¥ Gamma g
A & Delta d
| E E Epsilon e
Z & Zeta z
H T Fta 7
) 2] ) Theta th
o m fota | i
K K Kappa k
A A Lambda I
M m My o Mu m
| N v Ny o Nu n
= E Xi x
O o Omicron 0
o s Pi p
L P p Rho r
z a Sigma 5
T 1 - Tau t
| T Ipsilon y
& b, © Phi o Fi Eh
X x Chi o Ji kh
P y Psi ps
0 @ Omega w
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